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O naqal~nom statuse prepodavani� vysxe� matematiki

Pervoe, qto nam nado obÄÂsnit~ – ®to mo¼no li obÄedinÂt~ v odnu grup-
pu starxeklassnikov sredne½ xkoly i pervokursnikov universitetov v kontek-
ste matematiqeskogo obrazovaniÂ. Nax otvet polo¼itel~ny½, i ®to stanovitsÂ
ponÂtnym, esli uqest~, qto matematiqeskaÂ podgotovka pervokursnikov univer-
sitetov ÂvlÂetsÂ produktom matematiqeskogo obrazovaniÂ v sredne½ xkole. Dru-
gim dovodom v pol~zu takogo mneniÂ slu¼it sravnenie programm odinnadcatogo i
dvenadcatogo klassov sredne½ xkoly i programm po matematike pervyh dvuh seme-
strov tehniqeskih i ®konomiqeskih universitetov. ¤to to vremÂ, kogda obuqae-
mye vpervye vstreqa»tsÂ s tak nazyvaemo½ vysxe½ matematiko½.

No, skoree vsego, obÄedinennoe rassmotrenie dvuh grupp obuqaemyh vyz-
vano shodnymi problemami, kotorye voznika»t u xkol~nikov i studentov pri
izuqenii osnovnyh struktur matematiki. Zdes~ vsplyva»t vse probely v obuqe-
nii pre¼nih let. Inogda oni takie bol~xie, qto prepodavatel~ trudno sebe pred-
stavit~, kak provesti obuqenie. Ewe hu¼e prihoditsÂ obuqaemym, kotorye, nes-
motrÂ na vnutrennu» motivaci» osvoit~ kako»-to razdel uqebnogo soder¼aniÂ,
ne uspeva»t prodvinut~sÂ ni na xag vpered.

Problema v tom, qto izuqenie matematiki ÂvlÂetsÂ v kako½-to stepeni nepre-
ryvnym processom, kotory½ predpolagaet kaku»-to nepreryvnost~ i posledova-
tel~nost~ ne tol~ko v izlo¼enii, no v ewe bol~xe½ stepeni v osvoenii u¼e
pro½dennogo materiala. K so¼aleni», poslednee oqen~ redko udaetsÂ osuwest-
vit~. Bol~xaÂ qast~ xkol~nikov i studentov ne ime»t proqnu» osnovu mate-
matiqeskih znani½, umeni½ i navykov (ZUN). Bolee togo, u znaqitel~no½ qasti
xkol~nikov i studentov u¼e sformirovannye ZUN vmeste so smes~» opredelen-
nyh logiqeskih shem myxleniÂ sformirovali konglomerat psevdo-matematiki,
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v kotorom oqen~ trudno, a inogda i nevozmo¼no, vydelit~ racional~noe Âdro,
vozle kotorogo mo¼no nadstraivat~ novy½ obÄem matematiqeskih ZUN.

Dostatoqno polnoe issledovanie ®tih problem na primere ponÂti½ svÂzan-
nyh s qislami provedeno v FinlÂndii [1]. Otmeqeno, qto znanie obuqaemyh sos-
toit iz «kuskov», svÂz~ me¼du kotorymi plohaÂ. Otmeqeno, qto dlÂ bol~xe½
qasti obuqaemyh nu¼na dopolnitel~naÂ pomow~. Ewe ustanovleno, qto razvitie
otdel~nyh komponent znani½ mo¼no osuwestvlÂt~ nezavisimo drug ot druga.

Neobhodimost~ v novo� paradigme prepodavani�
naqal vysxe� matematiki

Vse to, o qem govorilos~, privodit k neobhodimosti prinÂtiÂ tako½ paradig-
my matematiqeskogo obrazovaniÂ, kotoraÂ uqityvala by razroznennost~ i nepol-
notu matematiqeskih znani½, minimal~nye i nenade¼nye umeniÂ, qastiqnu» ili
v bol~xo½ stepeni polnu» nehvatku matematiqeskih navykov, v tom qisle navykov
matematiqeskogo myxleniÂ. Zdes~ my imeem v vidu matematiqeskoe obrazovanie,
v osnove kotorogo le¼it rexenie zadaq.

KakaÂ model~ mogla by opisyvat~ prepodavanie matematiki v upomÂnutyh
usloviÂh? Po naxemu mneni», podhodÂ»wu» model~ sledovalo by stroit~ na
koncepcii «ostrovnogo» tipa. Pre¼de vsego ®to vytekaet iz modul~no½ struk-
tury uqebnogo soder¼aniÂ – iz «ostrovov». Xkol~niki izuqa»t novye matema-
tiqeskie ponÂtiÂ, metody i struktury kak mo¼no bolee nezavisimo drug ot dru-
ga. Pri ®tom svÂzi me¼du ponÂtiÂmi svodÂtsÂ k «navedeni½ mostov» me¼du ot-
del~nymi «ostrovami». Esli dlÂ prodvi¼eni½ v ramkah odnogo «ostrova» neob-
hodimo primenenie kakih-to rezul~tatov iz drugogo «ostrova», to takoe prime-
nenie delaetsÂ bez uglubleniÂ v detali, tol~ko otmeqaÂ samoe osnovnoe v vide
algoritma.

Model~, odnako, dol¼na byt~ primenimo½ i dlÂ obuqeniÂ xkol~nikov i stu-
dentov, u kotoryh est~ ta horoxaÂ osnova ZUN-ov, kotoraÂ pozvolÂet im idti
vpered normal~nymi tempami. Process obuqeniÂ takih xkol~nikov i studentov
dol¼en predostavlÂt~ im vozmo¼nost~ dlÂ uglublennogo izuqeniÂ uqebnogo ma-
teriala, a tak¼e vozmo¼nost~ tvorqeskogo primeneniÂ ZUN-ov dlÂ soverxeniÂ
matematiqeskih otkryti½.

Poisk vozmo�nogo vyhoda iz paradoksal~no� situacii

Ka¼etsÂ, qto problema, sformulirovannaÂ vyxe, nerazrexima – u nas to¼e
net na nee rexeniÂ. Zdes~ my predlagaem odno vozmo¼noe napravlenie, v kotorom
u nas u¼e nakopilis~ nekotorye nabl»deniÂ i opyt. Nado srazu skazat~, qto
issledovaniÂ my ne provodili, a zakl»qeniÂ my delali, osnovyvaÂs~ imenno
na naxih nabl»deniÂh v processe obuqeniÂ studentov pervogo kursa odnogo iz
bolgarskih tehniqeskih universitetov. Po®tomu inogda v kaqestve argumentov
budem ssylat~sÂ na qu¼o½ opyt. Tem ne menee, problema tak znaqima, qto na nax
vzglÂd stoit obsu¼dat~ vsÂkoe naho¼denie da¼e qastiqnyh rexeni½. Zdes~ my
hoteli by podelit~sÂ nekotorymi ideÂmi o poiske rexeniÂ ®to½ problemy putem
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primeneniÂ professional~nyh programmnyh paketov (PPP). Pod ®tim my imeem
v vidu pakety vrode MATHEMATICA, MAPLE i t.p.

Qem otliqaetsÂ PPP ot uqebnogo programmnogo produkta? Qetku» granicu,
ka¼etsÂ, provesti nel~zÂ. Mo¼et byt~, osnovnaÂ raznica sostoit v celyh prime-
neniÂ – PPP obslu¼ivaet kak pravilo xiroki½ spektr uzkoprofessional~nyh
cele½, a uqebny½ softver imeet didaktiqesku» napravlennost~. Te PPP, koto-
rye my imeem v vidu, otliqa»tsÂ ewe sintaksisom, blizkim k obyqnym matema-
tiqeskim oboznaqeniÂm, prinÂtym v uqebnikah. Krome togo, kak pravilo, vse, qto
mo¼et ponadobit~sÂ potrebitel~, dano v primerah. Takim obrazom, xkol~nik ili
student mo¼et srazu naqat~ primenÂt~ PPP putem ’copy-paste’, delaÂ nebol~xie
izmeneniÂ v u¼e rabota»wih primerah. Dalee my ewe vernemsÂ k ®to½ teme.

Kakim obrazom i gde mo�no pol~zovat~s� PPP

Vozmo¼naÂ zona primeneniÂ na nax vzglÂd – ®to individual~naÂ rabota
xkol~nikov i studentov. No qtoby prodemonstrirovat~ kak mo¼no bol~xe voz-
mo¼noste½ PPP, polezno vremÂ ot vremeni pol~zovat~sÂ PPP dlÂ ill»strativ-
nyh cele½ v gruppovo½ rabote.

Po®tomu i my snaqala rassmotrim nekotorye primery, ill»striru»wie
vozmo¼nosti professional~nyh programmnyh paketov (PPP) naqinaÂ imenno s
vozmo¼noste½ ill»strativnogo haraktera. Pod ®tim my imeem v vidu pakety
vrode MATHEMATICA, MAPLE i t.p.

PPP kak ill�strator

Pravil~noe vvedenie matematiqeskogo ponÂtiÂ oqen~ va¼no dlÂ ego poni-
maniÂ i primeneniÂ obuqaemym. V osnovnom est~ dva metoda vvedeniÂ: naqat~
s formal~nogo opredeleniÂ, a potom davat~ primery, ili naqat~ s primerov
i pri½ti k ponÂti». Ill»strirovat~ ponÂtie na vizual~nom urovne v ramkah
odno½ lekcii bylo l»ksom, kotory½ ran~xe prepodavateli mogli sebe pozvolit~
lix~ v redkih sluqaÂh. Teper~ primenenie PPP pozvolÂet delat~ ®to legko i
bystro.

Primer 1. Dana nepodvi¼naÂ toqka A(a; 0), 0 < a < 1, i toqka P (cos θ, sin θ),
kotoraÂ pri izmenenii θ opisyvaet okru¼nost~ radiusa 1. Qerez P proveden
perpendikulÂr l k AP . KakaÂ liniÂ ÂvlÂetsÂ ogiba»we½ prÂmyh l?

V ®tom primere legko podsqitat~ uglovo½ ko®fficient prÂmo½ AP , posle
qego i uglovo½ ko®fficient l (sl. 1). Potom mo¼no srazu vypisat~ dekartovoe
uravnenie l:

y − sin θ =
a− cos θ

sin θ
(x− cos θ).

Ots»da poluqaetsÂ seme½stvo prÂmyh

F = { (a− cos θ)x− (sin θ)y + (1− cos θ) = 0 : θ ∈ [0, 2π) },
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Sl. 1 Sl. 2

q~» ogiba»wu» trebuetsÂ na½ti v zadaqe. PrimenÂÂ paket MATHEMATICA,
mo¼no legko naqertit~ stol~ko prÂmyh iz seme½stva F , skol~ko nu¼no, qtoby
poluqit~ Âsnoe predstavlenie ob ih ogiba»we½ (sl. 2).

In[1]:= a=1/2;

Show[Table[Plot[Sin[θ]+(a-Cos[θ])/

Sin[θ](x-Cos[θ]),{x,-2,2}],{θ,Pi/24,23 Pi/12,Pi/12}]]

Iz qerte¼a vidno, qto ogiba»waÂ poho¼a na ®llips. Dalee ®tu gipotezu
mo¼no proverit~ to¼e ispol~zuÂ PPP.

Zdes~ my hotim prokommentirovat~
ispol~zovanie PPP dlÂ ill»strativnyh ce-
le½ ewe odnim primerom.

Primer 2. Skol~ko (de½stvitel~nyh)
rexenii imeet sistema

x2 + y2 = 3, |x|+ |y| = 2?

Paketom MATHEMATICA grafiqeskoe
predstavlenie mo¼no osuwestvit~ dvumÂ ko-
mandami:

Sl. 3

In[1]:= Show[

ImplicitPlot[xˆ2+yˆ2==3,{x,-3,3},{y,-3,3}],
ImplicitPlot[Abs[x]+Abs[y]==2,{x,-3,3},{y,-3,3},
AxesOrigin->{0,0}]]

Se½qas qerte¼ estestvennym obrazom privodit nas k obobweni» v vide sle-
du»we½ zadaqi.
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Primer 2-1. Skol~ko (de½stvitel~nyh) rexeni½ imeet sistema

x2 + y2 = 1, |x|+ |y| = a,

v kotoro½ a > 0 ÂvlÂetsÂ parametrom?

Sistemu mo¼no perepisat~ v vide
{

x = cos θ, y = sin θ,

x = a cos2 θ, y = a sin2 θ.

Zdes~ hotelos~ by na½ti bolee obwu» formulirovku zadaqi, naprimer perehodÂ
k sisteme {

x = cos θ, y = sin θ,

x = a cos2a θ, y = a sin2a θ.

ili da¼e k sisteme s dvumÂ parametrami
{

x = cos θ, y = sin θ,

x = a cos aθ, y = a sin bθ.

Takie ¼elaniÂ legko udovletvorÂt~, tem bolee qto dlÂ vyqerqivaniÂ raznyh
grafikov nu¼no menÂt~ lix~ odnu bukvu v u¼e sozdanno½ programme. Zdes~ my
privodim neskol~ko takih grafikov.

In[1]:=a=1.2;

b=1;

While[a<10,

p0=ParametricPlot[{(Cos[t]),(Sin[t])},{t,0,2*Pi},
AspectRatio->1,PlotRange->{{-1,1},{-1,1}},
DisplayFunction->Identity];

p1=ParametricPlot[{(Cos[a*t]),(Sin[b*t])},{t,0, 2*Pi},
AspectRatio->1,PlotRange->{{-1,1},{-1,1}},
DisplayFunction->Identity];

Show[p0,p1,DisplayFunction->DisplayFunction];

a=a+1;]

Nado srazu otmetit~, qto ®ta programma na samom dele malo otliqaetsÂ ot pro-
grammy v primere 1. V nee dobavleno neskol~ko operatorov dlÂ opredeleniÂ
polo¼eniÂ qerte¼a, bez kotoryh mo¼no obo½tis~. A vot i qerte¼i (sl. 4).

No obratim vnimanie i na drugo½ aspekt poiskov obobweni½. IdÂ po puti
voprosov «a qto, esli . . . » inogda mo¼no pere½ti ot soder¼atel~no½ zadaqi k
igre, kotoraÂ bystro nadoedaet – i v rezul~tate pozitivny½ ®ffekt dlÂ obuqeniÂ
budet uterÂn. Udobstvo primenÂt~ PPP v ill»strativnyh celÂh mo¼et legko
privesti k peregruzke uqebnogo processa ill»straciÂmi.
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Sl. 4

PPP kak kal~kul�tor

Koneqno, my imeem v vidu ne primenenie PPP kak karmanny½ kal~kulÂtor,
a te vozmo¼nosti, kotorye predostavlÂet PPP dlÂ provedeniÂ «bukvennyh vy-
qisleni½». Kak pravilo, koneqny½ rezul~tat vo mnogih prikladnyh zadaqah
poluqaetsÂ posle bol~xogo koliqestva vyqisleni½. Inogda osnovnaÂ ideÂ zadaqi
ostaetsÂ sprÂtanno½ za nimi. Qtoby ne otvlekat~s~ ot suxnosti konkretno½
zadaqi, luqxe bylo by «predostavit~» qast~ vyqisleni½ PPP. Rassmotrim

Primer 3. NahodÂs~ v koordinatno½ ploskosti, ¼uk hoqet pro½ti iz toqki
(7; 11) v toqku (−17;−3). Skorost~ ¼uka ravna 1 ed./sek vezde, krome vtorogo
kvadranta, gde ona ravna 1

2 ed./sek. Po kako½ traektorii dol¼en peredvigat~sÂ
¼uk, qtoby soverxit~ ukazanny½ perehod za kratqa½xee vremÂ?

Budem pol~zovat~sÂ oboznaqeniÂmi na qerte¼e (sl. 5), gde (0; p) i (q; 0) –
toqki, v kotoryh ¼uk peresekaet sootvetstvu»wie koordinatnye osi. V dannom
sluqae prowe vsego vmesto ¼uka rassmotret~ svetovo½ luq, kotory½ kak izvestno,
prohodit ot pervo½ toqki vo vtoru» po «puti kratqa½xego vremeni». PrimenÂÂ
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Sl. 5

k nemu zakon prelomleniÂ
cosα

cos β
=

va

vb
, v rezul~tate poluqaem sistemu uravneni½

11− p√
49 + (11− p)2

=
2p√

p2 + q2

17 + q√
9 + (17 + q)2

=
−2q√
p2 + q2

Na rexenie tako½ sistemy «karandaxom» uhodit oqen~ mnogo vremeni. Krome
togo, v zadaqe osnovnaÂ ideÂ u¼e nameqena i ostaetsÂ tol~ko rutinnaÂ rabota i
nekotoroe istolkovanie koneqnogo rezul~tata. Qtoby ne terÂt~ inercii, bylo
by udaqno primenit~ PPP.

In[1]:=Solve[(11-p)/Sqrt[49+(11-p)ˆ2]==2*p/Sqrt[pˆ2+qˆ2],q]

Out[1]=

{{
q → −

√
196 +

23716
(11− p)2

− 4312
11− p

+ 3p2

}
,

{
q →

√
196 +

23716
(11− p)2

− 4312
11− p

+ 3p2

}}

In[2]:= Simplify[%]

Out[2]=

{{
q → −

√
p2(559− 66p + 3p2)

(−11 + p)2

}
,

{
q →

√
p2(559− 66p + 3p2)

(−11 + p)2

}}

In[3]:= Solve[(17+q)/Sqrt[9+(17+q)ˆ2]==-2 q/Sqrt[pˆ2+qˆ2],p]

Out[3]=

{{
p → −√3

√
12 + q2 +

3468
(17 + q)2

− 408
17 + q

}
,

{
p → √

3
√

12 + q2 +
3468

(17 + q)2
− 408

17 + q

}}

In[4]:=Simplify[%]

Out[4]=

{{
p → −√3

√
q2(301 + 34q + q2)

(17 + q)2

}
,

{
p → √

3

√
q2(301 + 34q + q2)

(17 + q)2

}}
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In[5]:=NSolve

[{
p ==

√
3
√

12 + q2 +
3468

(17 + q)2
− 408

17 + q
,

q == −
√

196 +
23716

(11− p)2
− 4312

11− p
+ 3p2

}
, {p, q}

]

Out[5]= {{p->12.6925 -9.03334i,q->-16.5371+3.78341i},
{p->12.6925 +9.03334i,q->-16.5371-3.78341i},
{p->12.7863 -7.64132i,q->-17.4056-3.43461i},
{p->12.7863 +7.64132i,q->-17.4056+3.43461i},
{p->5.58795 -0.670917i,q->-17.0108+3.52537i},
{p->5.58795 +0.670917i,q->-17.0108-3.52537i},
{p->11.0302 -8.54055i,q->-6.31881+4.59303i},
{p->11.0302 +8.54055i,q->-6.31881-4.59303i},
{p->0.,q->0.},{p->0.,q->0.},{p->0.,q->0.}}

Koneqno, umeniÂ provodit~ algebraiqeskie preobrazovaniÂ ÂvlÂ»tsÂ ne-
otÄemlemo½ qast~» matematiqesko½ gramotnosti. No v to ¼e vremÂ, kogda moment
dlÂ formirovaniÂ takih umeni½ upuwen, nu¼no iskat~ puti dlÂ prodvi¼eniÂ ob-
hodÂs~ bez nih. S drugo½ storony, te gramotnye xkol~niki i studenty, dlÂ ko-
toryh preobrazovaniÂ algebraiqeskih vyra¼eni½ v principe ne ÂvlÂ»tsÂ prob-
lemo½, mogut sosredotoqit~ svoe vnimanie na bolee soder¼atel~nyh storonah
obsu¼daemo½ zadaqi. Takim obrazom, primenenie PPP kak by uravnivaet status
obuqaemyh po otnoxeni» k konkretno½ zadaqe (a horoxo li ®to?).

PPP kak sredstvo generirovani� i proverki gipotez

V kako½-to stepeni primenenie PPP kak sredstvo dlÂ vydvi¼eniÂ i proverki
gipotez svÂzano s vozmo¼nost~» proill»strirovat~ nekotorye svo½stva mate-
matiqeskih obÄektov (PPP kak ill»strator) i potom proizvesti vyqisleniÂ,
kotorye podtver¼da»t ®ti svo½stva (PPP kak kal~kulÂtor). Raznica v tom, qto
celevaÂ gruppa obuqaemyh se½qas drugaÂ – formulirovat~ i proverÂt~ matema-
tiqeskie gipotezy mogut pre¼de vsego xkol~niki i studenty, kotorye horoxo
vlade»t i gluboko ponima»t uqebny½ material. Zdes~ my rassmotrim ewe dva
primera, na ®tot raz iz bolgarsko½ xkol~no½ programmy [2].

Primer 4. Rexit~ uravnenie

√
4
sin2 π

4 x
+ 4

cos2 π
4 x

= −x2 + 2x + 1.

¤ta zadaqa byla dana v 2002 g. na vypusknom ®kzamene pri okonqanii sredne½
xkoly. Poskol~ku obwego metoda toqnogo rexeni½ takih uravneni½ ne suwest-
vuet, oni ne ÂvlÂ»tsÂ predmetom samostoÂtel~nogo izuqeniÂ. Sostaviteli ®kza-
menacionnogo bileta imeli v vidu naho¼denie i sravnenie ®kstremal~nyh zna-
qeni½ funkci½ v levo½ i pravo½ storonah zadannogo uravneniÂ. My zdes~ ne
budem kommentirovat~ kak xkol~nik dol¼en byl by postupit~ v uslovii ®kzame-
na. Odnako, rassmatrivaÂ taku» zadaqu na uroke, emu bylo by legqe, esli by



Primenenie professional~nyh programmnyh paketov 45

on raspolagal grafikami ®tih dvuh funkci½. No postroenie grafika funkcii v
levo½ storone na praktike nevozmo¼no tradicionnym sposobom. Po®tomu mo¼no
primenit~ PPP.

In[1]:= f=Sqrt[4ˆ((Sin[(Pi/4) x])ˆ2)+4ˆ((Cos[(Pi/4) x])ˆ2)]
In[2]:= g=-xˆ2+2x+1
In[3]:= Plot[{f,g},{x,-1,2}]
ImeÂ grafiki pered sobo½ (sl. 6), xkol~niku netrudno vydvinut~ gipotezu,

qto rexenie nado iskat~, sravnivaÂ ®kstremal~nye znaqeniÂ funkcii, t.e. on
mo¼et sostavit~ sledu»wi½ plan de½stviÂ:

• Na½ti minimum fmin funkcii f(x) =

√
4
sin2 π

4 x
+ 4

cos2 π
4 x

.
• Na½ti maksimum gmax funkcii g(x) = −x2 + 2x + 1.
• Ukazat~ koren~ uravneniÂ f(x) = g(x) sravnivaÂ fmin i gmax.

Tako½ plan byl ukazan v uslovii zadaqi na vstupitel~nom ®kzamene odnogo
iz bolgarskih universitetov [3].

Sl. 6 Sl. 7

Primer 5. Rexit~ uravnenie log5(16 + 2 · 3x+1 − 9x) =
x2 + 1

x
.

Primenenie PPP dlÂ rassmotreniÂ primera 5 u¼e ÂvlÂetsÂ rutinnym za-
daniem:
• Ill»straciÂ(sl. 7):

In[1]:= f=Log[5,16+2*3ˆ(x+1)-9ˆx]
In[2]:= g=(xˆ2+1)/x
In[3]:= Plot[{f,g},{x,-5,5}]

• Gipoteza: koren~ est~ toqka, v kotoro½ dostiga»tsÂ fmin i gmax, navernoe
®to x = 1.

• Proverka:
In[4]:= FindRoot[f==g,{x,0.5}]
Out[4]= {x->0.999142}
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Nax opyt v primenenii PPP

Kak u¼e upominalos~ vyxe, nax opyt v primenenii PPP ne tako½ u¼ bol~-
xo½. Vse-taki podelimsÂ im:

• Uqebnoe soder¼anie prepodnositsÂ obyqnym sposobom vo vremÂ lekcii, v
maksimal~no uprowennom vide, pol~zuÂs~ pre¼de vsego algoritmiqeskimi
metodami.

• Na seminarnyh zanÂtiÂh studentam rexaetsÂ primer. V processe rexeniÂ
otmeqa»tsÂ te xagi, v kotoryh vvedeno novoe soder¼anie i podqerkiva»tsÂ
qasti pro½dennogo materiala, kotorye predpolaga»tsÂ znakomye im.

• Potom studentam predlagaetsÂ rexit~ samim zadaqu, analogiqnu» rass-
motrennomu vyxe primeru. Nabl»daÂ za nimi, otmeqaem probely v znaniÂh
i umeniÂh pro½dennogo materiala.

• Predlagaem studentam vospol~zovat~sÂ PPP pri rexenii zadaq na samopod-
gotovku v teh mestah, v kotoryh my sqitaem, qto PPP mo¼no primenÂt~
legko, izvlekaÂ pri ®tom znaqitel~nu» pol~zu dlÂ poluqeniÂ rexeniÂ.

Poka¼em na primere kak rabotaet ®ta shema. UtoqnÂem, qto tak kak my ne de-
lali statistiqeskih issledovani½, nazvat~ opisannu» proceduru didaktiqesko½
tehnologie½ poka nel~zÂ.

Primer 6. Rexit~ integral
∫

x4 + x + 1
x3 + 4x2 + 6x + 4

dx

In[1]:= PolynomialQuotient[xˆ4+x+1,xˆ3+4xˆ2+6x+4,x]

Out[1]= −4 + x

In[2]:= PolynomialRemainder[xˆ4+x+1,xˆ3+4xˆ2+6x+4,x]

Out[2]= 17 + 21x + 10x2

In[3]:= Factor[xˆ3+4xˆ2+6x+4]

Out[1]= (2 + x)(2 + 2x + x2)

In[4]:= Expand[A(2+2x+xˆ2)+(Bx+C)(2+x)]

Out[4]= 2A + 2Bx + 2C + 2Ax + Bxx + Cx + Ax2

In[5]:= Solve[{A+B 10,2B+2A+C 21,2A+2C 17},{A,B,C}]

Out[5]=

{{
A → 15

2
, B → 5

2
, C → 1

}}

In[6]:= Integrate[(xˆ4+x+1)/(xˆ3+4xˆ2+6x+4),x]

Out[6]= −4x +
x2

2
− 3

2
ArcTan[1 + x] +

15
2

Log[2 + x] +
5
4

Log[2 + 2x + x2]

Preimuwestva, kotorye na nax vzgl�d daet primenenie PPP

My ne sobiraemsÂ obsu¼dat~ zdes~ preimuwestva, kotorye daet primenenie
PPP dlÂ studentov starxih kursov. Tol~ko upomÂnem, qto ispol~zovat~ PPP
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dlÂ issledovatel~sko½ deÂtel~nosti posle tret~ego kursa – obweprinÂtaÂ prak-
tika v universitetah. Preimuwestva rannogo vvedeniÂ PPP v process obuqeni½
mo¼no iskat~ po kra½ne½ mere v dvuh napravleniÂh.

Pervoe napravlenie svÂzano s prepodavaniem matematiki. Ni¼e upomÂnem
nekotorye punkty, v kotoryh prepodavatel~ mo¼et izvleq~ pol~zu iz primeneniÂ
PPP.

1. Est~ vozmo¼nost~ osuwestvlÂt~ vse-taki obuqenie studentov i xkol~nikov
s bol~ximi probelami v znaniÂh putem rexeniÂ zadaq ili skoree matematiqesko½
deÂtel~nosti. NesmotrÂ na otnositel~no nizku» ®ffektivnost~ takogo obuqeniÂ,
obuqaemym mo¼no prodemonstrirovat~ bol~xoe koliqestvo metodov s nade¼do½,
qto pol~zuÂs~ PPP oni smogut primenÂt~ nekotorye iz ®tih metodov. Nu¼no
otmetit~, qto dlÂ nas poka net al~ternativno½ sistemy obuqeniÂ, kotoraÂ garan-
tirovala by kakie-libo rezul~tat~ dlÂ studentov i xkol~nikov s bol~ximi pro-
belami v matematiqesko½ podgotovke.

2. Est~ vozmo¼nost~ (po kra½ne½ mere, teoretiqeskaÂ) osuwestvlÂt~ sovmest-
noe obuqenie studentov i xkol~nikov s bol~xo½ raznice½ me¼du ih matema-
tiqeskimi ZUN-ami. Pri ®tom mo¼no primenÂt~ differencirovanny½ podhod
– instrukcional~ny½ ili tvorqeski½.

3. Mo¼no osuwestvlÂt~ obuqenie sintaksisom. S odno½ storony sintak-
sis PPP oqen~ poho¼ na obyqnye matematiqeskie zapisi. S drugo½ storony sam
sintaksis PPP trebuet nekotorogo ponimaniÂ osnovnyh ponÂti½. V kaqestve
primera rassmotrim postroenie grafikov funkci½. Komanda paketa MATHE-
MATICA trebuet vvesti ne tol~ko formulu, zada»wu» funkci», no ewe ukazat~
argument i oblast~ opredeleniÂ funkcii. Obuqenie sintaksisom ewe ne issle-
dovannaÂ oblast~, u kotoro½ est~ bol~xo½ potencial dlÂ razvitiÂ prepodavaniÂ
matematiki.

4. Est~ vozmo¼nost~ gibkogo izlo¼eniÂ uqebnogo materiala, pol~zuÂs~ il-
l»straciÂmi i obhodÂ gromozdkie vyqisleniÂ.

5. PoÂvlÂetsÂ vozmo¼nost~ rassmatrivat~ matematiqeskie voprosy, koto-
rye v nedalekom proxlom izuqalis~ v matematiqeskih speckursah universitetov
(naprimer, obwie metody rexeniÂ transcendentnyh uravneni½).

Vtoroe napravlenie, v kotorom mo¼no iskat~ preimuwestva rannego vvedeniÂ
PPP, svÂzano s obuqaemymi. Vot nekotorye naxi nabl»deniÂ.

1. Primenenie PPP mo¼et imet~ ser~ezny½ polo¼itel~ny½ ®ffekt sredi
xkol~nikov s povyxennym interesom k uglublennomu izuqeni» matematiki. Im
mo¼no stavit~ dopolnitel~nye zadaqi na issledovanie.

2. InformacionnaÂ peregruzka uqenikov i studentov sni¼aetsÂ za sqet nes-
lo¼nogo sintaksisa PPP. Qtoby primenyt~ PPP ne nado vyuqivat~ ego Âzyk, a
tol~ko nado smotret~ na tutorial i kopirovat~ komandy copy-paste obrazom.

3. Vozmo¼nost~ obhodit~ gromozdkie vyqisleniÂ daet xkol~nikam i studen-
tam s probelami v matpodgotovke xans na bolee polnocennoe uqastie v processe
obuqeniÂ. Qtoby «rexat~» zadaqi im nu¼no tol~ko sledovat~ sootvetstvu»wim
instrukciÂm.
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4. Studentam starxih kursov, u kotoryh u¼e imelas~ vozmo¼nost~ pol~zo-
vat~sÂ tem ¼e samym PPP, legqe po½ti dal~xe v primenenii paketa dlÂ rexeniÂ
konkretnyh zadaq, svÂzannyh s ih buduwe½ professional~no½ realizacie½.

Primenenie PPP daet vozmo¼nost~ pol~zovat~sÂ poqti vsemi preimuwest-
vami obuqa»wih programm. V tom qisle predostavlÂet vozmo¼nost~ xkol~nikam
i studentam, proÂvlÂ»wim bol~xi½ interes k uglublennomu izuqeni» matemati-
ki, po½ti daleko v rassmotrenii konkretnyh qastnyh problem, delat~ obobweniÂ,
vydvigat~ gipotezy, proverÂt~ ih i t.d. Tak kak central~nym ponÂtiem v kurse
tak nazyvaemo½ vysxe½ matematiki ÂvlÂetsÂ funkciÂ, bol~xie vozmo¼nosti PPP
v provedenii vsÂkih operaci½ s funkciÂmi dela»t iz PPP instrument s xirokim
spektrom v obuqenii. Otmetim nekotorye iz obespeqivaemyh PPP vozmo¼noste½.

• Postroenie grafikov funkci½, izbegaÂ pri ®tom bol~xie soprovo¼da»wie
vyqisleniÂ.

• Issledovanie funkci½ na monotonnost~, naho¼denie ®kstremumov i t.d.

• Vozmo¼nost~ izuqeniÂ povedeniÂ funkci½, daleko vyhodÂwih za ramki uqeb-
nogo soder¼aniÂ.

V sluqae rassmotrennyh vyxe zadaq na rexenie transcendentnyh uravneni½:

1. Ispol~zovanie PPP dalo vozmo¼nost~ obo½ti gromozdku» proceduru
postroeniÂ grafika funkcii.

2. Nabl»denie za povedeniem funkcii, predstavlenno½ svoim grafikom, daet
vozmo¼nost~ xkol~nikam srazu pere½ti k sravneni» ®kstremal~nyh znaqeni½.
Kak raz ®to ne rassmotreno dostatoqno podrobno v uqebnikah i nel~zÂ o¼idat~,
qto xkol~niki legko dogadalis~ by kak ®to sdelat~.

3. Ta legkost~, s kotoro½ byli rexeny obe zadaqi i tot fakt, qto v neda-
lekom proxlom oni byli predmetom specializirovannyh nauqnyh issledovani½,
ÂvlÂ»tsÂ predposylko½ zaro¼deniÂ prodol¼itel~nogo interesa u xkol~nikov.

Takim obrazom, primenenie PPP mo¼et imet~ sil~noe psihologiqeskoe voz-
de½stvie na xkol~nikov, kotorye u¼e vybrali professional~nu» realizaci» v
oblasti nauki, tehniki, ®konomiki.

Nedostatki

Rabota s PPP ne ÂvlÂetsÂ qast~» uqebnogo soder¼aniÂ po matematike i in-
formatike v sredne½ xkole. Vdobavok samo priobretenie takogo paketa stoit
nedexevo. No priobretenie PPP ne ÂvlÂetsÂ samo½ bol~xo½ problemo½. Tako½
mo¼et byt~ naliqie (skoree vsego otsutstvie) kvalificirovannyh kadrov. Vot
nekotorye trebovaniÂ, kotorym, na nax vzglÂd, dol¼en udovletvorÂt~ prepoda-
vatel~, kotory½ hoqet primenÂt~ v svoe½ pedagogiqesko½ praktike PPP.

• Komp~»ternaÂ gramotnost~ na nu¼nom urovne.

• Gibkost~ v prilo¼enii standartov obuqeniÂ.

• Konceptual~noe ponimanie Âdra uqebnogo soder¼aniÂ.

• Polnoe umenie vypolnÂt~ osnovnye de½stviÂ v processe obuqeniÂ.
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• StrategiqeskaÂ kompetentnost~ v planirovanii ®ffektivnyh instrukci½ i
umenie rexat~ problemy, voznika»wie v processe obuqeniÂ.

• Adaptivnoe obosnovanie logiqesko½ struktury rexeniÂ zadaq.

• Pozitivnoe otnoxenie k matematike, k prepodavani½ i k samosoverxenstvo-
vani».

Strogie trebovaniÂ k prepodavatel» ÂvlÂ»tsÂ ¼estkim ograniqeniem v voz-
mo¼nosti primeneniÂ PPP. Kak na½ti dostatoqno mnogo takih prepodavatele½
my ne znaem. No vypuskniki pedagogiqeskih universitetov, kotorye u¼e pol~-
zovalis~ PPP v processe obuqeniÂ, na nax vzglÂd mogut stat~ pionerami v
razrabotke i primenenii novyh metodik.

No u primeneni½ PPP est~ i drugo½ aspekt. Studenty i xkol~niki tratÂt
men~xe intellektual~no½ ®nergii i praktiqeski «ne pere¼iva»t» rexenie zadaq.
V ®tom smysle ne issledovana problema, v kako½ stepeni primenenie PPP mo¼et
pomexat~ sozdani» kompetencii u obuqaemyh.

Zakl�qenie

SegodnÂ idet ogromny½ po masxtabam poisk pute½ dlÂ primeneniÂ komp~»-
ternyh tehnologii v obrazovanii. K so¼aleni», novaÂ informacionnaÂ sreda ne
privela k skaqku v obrazovanii, da¼e naoborot. V matematiqeskom obrazovanii
vse sil~nee proÂvlÂ»tsÂ negativnye storony informacionnogo haosa. V konce
xestidesÂtyh i naqale semidesÂtyh godov v SXA byla vydvinuta ideÂ ob obuqe-
nie nabl»deniem – tak nazyvaemym ’sight-seeing’ [5]. Sut~ ®to½ idei svoditsÂ k
svobode individuuma izuqaÂ mir, provodit~ nekotoroe issledovanie, i narÂdu
s ®tim k vozmo¼nosti opuskat~ to, qto emu ne hoqetsÂ issledovat~, i vybirat~
kogda i gde pozabavlÂt~sÂ v hode issledovaniÂ. Navernoe, ®to svÂzano s «tele-
vizionnym pokoleniem», kotoroe v Bolgarii vyroslo v 80-90 godov proxlogo
veka. No v naqale novogo veka na smenu «nabl»da»wih» molodyh l»de½ prixlo
pokolenie «serfiru»wih», kotorye sozdali kaku»-to svo» «klik-metodiku» dlÂ
izuqeniÂ mira. Te «starye» metodiki obuqeniÂ, kotorye stroilis~ na osnove
vtoro½ signal~no½ sistemy, nesovmestimy s «klik-metodiko½». Mo¼et byt~,
klikaÂ mo¼no izuqat~ mir, no nevozmo¼no izuqat~ matematiku v tom smysle, kak
®to ponimalos~ v dvadcatom veke. S drugo½ storony, kak protivode½stvie hao-
su, narastaet neobhodimost~ v strukturirovannom, matematiqeskom vzglÂde na
de½stvitel~nost~. Mo¼et byt~, primenenie PPP v obuqenii pomexaet (ili po
kra½ne½ mere zamedlit~) zamenit~ suwestvu»wi½ horoxi½ klassiqeski½ monu-
ment matematiki na klik-matematiku.

Zameqanie. Avtory blagodarny Lidu i µordanu Tabovym o poleznih
rekommendaciÂh, kotorye uluqxili tekst stat~i.
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