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A method of finding the center and radius of the circumsphere for
a pyramid. Abstract. The article proposes a method for finding the center and
radius of the sphere circumscribed about a pyramid. The method is based on reducing
the problem to finding the circumcenter and circumradius for a specially constructed
triangle. The construction of this triangle is the same for all inscribed pyramids. For
the calculation of radius minimal information about the pyramid is used—its height,
the circumradius of its base and the distance from the circumcenter of the base to
pyramid’s height.
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1. Vvedenie i predvaritel~nye svedeni�

Kak izvestno, sfero½, opisanno½ okolo piramidy, nazyva»t sferu, kotoraÂ
prohodit qerez vse verxiny piramidy. Ne dlÂ vsÂko½ piramidy suwestvuet
takaÂ sfera. Esli ¼e ona suwestvuet, to govorÂt tak¼e, qto okolo piramidy
mo�no opisat~ sferu. Horoxo izvestna sledu»waÂ

Teorema 1.1. Dl� togo, qtoby okolo piramidy mo�no bylo opisat~
sferu, neobhodimo i dostatoqno, qtoby okolo osnovani� piramidy mo�no
bylo opisat~ okru�nost~. V qastnosti, okolo ka�do� pravil~no� i okolo
ka�do� treugol~no� piramidy mo�no opisat~ sferu.

Rassmotrim vopros o polo�enii centra opisanno½ sfery. Teoretiqeski
®tot vopros rexaetsÂ oqen~ prosto. Iskomym centrom ÂvlÂetsÂ toqka, odi-
nakovo udal¾nnaÂ ot vseh verxin piramidy. Izvestno, qto vse toqki, odinako-
vo udal¾nnye ot dvuh dannyh toqek v prostranstve, obrazu»t ploskost~, per-
pendikulÂrnu» otrezku, soedinÂ»wemu dannye toqki, i prohodÂwu» qerez ego
seredinu. ¤to totqas ¼e privodit k sledu»wemu predlo¼eni».

Teorema 1.2. Centr sfery, opisanno� okolo piramidy, �vl�ets� ob-
we� toqko� vseh ploskoste�, perpendikul�rnyh r�bram piramidy i proho-
d�wih qerez ih serediny.

Odnako pol~zovat~sÂ ®tim predlo¼eniem ne oqen~ udobno. ¤to pobu¼daet
iskat~ drugie podhody. Qawe vsego rassmatriva»t piramidy, u kotoryh vse
bokovye r¾bra ili vse bokovye grani odinakovo nakloneny k ploskosti osnovaniÂ.
Horoxo izvestny sledu»wie teoremy.
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Teorema 1.3. Dl� l�bo� piramidy sledu�wie uslovi� ravnosil~ny:
1◦ v osnovanii piramidy le�it vpisanny� mnogougol~nik i vysota pi-

ramidy prohodit qerez centr okru�nosti, opisanno� okolo �togo mno-
gougol~nika;

2◦ vse bokovye r�bra piramidy ime�t odnu i tu �e dlinu;
3◦ vse bokovye r�bra piramidy odinakovo nakloneny k ploskosti osno-

vani�.
Esli vypoln�ets� kakoe-nibud~ iz pereqislennyh uslovi�, to radius R

sfery, opisanno� okolo piramidy, nahodits� po formule R = l2/(2H), gde l
– dlina bokovogo rebra piramidy, H – e� vysota (sm. primer 3.3).

Teorema 1.4. Dl� l�bo� piramidy sledu�wie uslovi� ravnosil~ny:
1◦ v osnovanie piramidy mo�et byt~ vpisana okru�nost~ i vysota pi-

ramidy prohodit qerez centr �to� okru�nosti;
2◦ vse vysoty bokovyh grane� piramidy, proved�nnye iz verxiny pirami-

dy, ime�t odnu i tu �e dlinu;
3◦ vse bokovye grani piramidy odinakovo nakloneny k ploskosti osno-

vani�.
Dl� ka�do� piramidy, udovletvor��we� odnomu iz pereqislennyh us-

lovi�, suwestvuet vpisanna� v ne� sfera. Esli, k tomu �e, piramida tre-
ugol~na�, to dl� ne� suwestvuet opisanna� sfera, i rasto�nie δ ot centra
oku�nosti, opisanno� okolo osnovani� piramidy, do vysoty piramidy
ravno rassto�ni� me�du centrami okru�noste�, vpisanno� v osnovanie
i opisanno� okolo nego, i mo�et byt~ vyqisleno po formule ��lera δ =√

ρ(ρ− 2r), gde ρ i r – radiusy opisanno� i vpisanno� okru�noste�.

2. Opisanie metoda

My predlagaem obwi½ metod, ne svÂzanny½ s kakimi-libo dopolnitel~nymi
ograniqeniÂmi, nalagaemymi na koliqestvo storon osnovaniÂ, ugly me¼du bo-
kovymi granÂmi (ili bokovymi r¾brami) i ploskost~» osnovaniÂ i t. p. On
osnovan na teoreme o seqenii xara ploskost~». Napomnim [1, p. 59], qto imeet
mesto

Teorema 2.1. Vs�koe seqenie xara ploskost~� est~ krug. Centrom
�togo kruga �vl�ets� osnovanie perpendikul�ra, opuwennogo iz centra xa-
ra na sekuwu� ploskost~.

Rassmotrim piramidu s opisanno½ okolo ne¾ sfero½. Obratim vnimanie
na ploskost~ osnovaniÂ piramidy. Seqeniem sfery ®to½ ploskost~» ÂvlÂetsÂ
okru¼nost~, opisannaÂ okolo osnovaniÂ piramidy. Soglasno teoreme 2.1 centr
®to½ okru¼nosti le¼it na prÂmo½, perpendikulÂrno½ ploskosti seqeniÂ i pro-
hodÂwe½ qerez centr xara. To ¼e samoe mo¼no skazat~ inaqe: centr xara le¼it
na prÂmo½, perpendikulÂrno½ k sekuwe½ ploskosti i prohodÂwe½ qerez centr se-
qeniÂ.
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Dla sokraweniÂ dal~ne½xih formulirovok uslovimsÂ nazyvat~ prÂmu»,
prohodÂwu» qerez centr okru¼nosti, opisanno½ okolo osnovaniÂ piramidy, i
perpendikulÂrnu» ploskosti osnovaniÂ, central~nim perpendikul�rom osno-
vani� piramidy. Togda sformulirovannoe tol~ko qto predlo¼enie primet sle-
du»wi½ vid:

Teorema 2.2. Centr sfery, opisanno� okolo piramidy, le�it na cen-
tral~nom perpendikul�re osnovani� piramidy.

V dal~ne½xem imenno ®tot variant teoremy 2.1 my budem nazyvat~ teoremo½
o seqenii xara ploskost~».

DlÂ okonqatel~nogo opredeleniÂ polo¼eniÂ centra opisanno½ sfery na ®tom
perpendikulÂre i radiusa ®to½ sfery my predlagaem ispol~zovat~ prosto½ i nad-
¾¼ny½ metod svedeni� k okru�nosti, osnovanny½ na sledu»xih soobra¼eniÂh.

Rassmotrim ploskost~, prohodÂwu» qerez central~ny½ perpendikulÂr osno-
vaniÂ i vysotu piramidy. ¤ta ploskost~ peresekaet sferu po bol~xo½ okru¼-
nosti, a krug, opisanny½ okolo osnovaniÂ – po diametru ®togo kruga. Soedinim
verxiny piramidy s koncami ukazanogo diametra. Poluqim treugol~nik, vpisan-
ny½ v bol~xu» okru¼nost~ sfery. Centr ®to½ okru¼nosti sovpadaet s centrom
opisanno½ sfery, a radius okru¼nosti – s radiusom sfery. Takim obrazom:

Teorema 2.3 (Osnova metoda). Centr i radius sfery, opisanno� okolo
piramidy, sovpada�t s centrom i radiusom oku�nosti, opisanno� okolo
treugol~nika, verxinami kotorogo �vl��ts� verxina piramidy i koncy
togo diametra okru�nosti, opisanno� okolo osnovani� piramidy, kotoro-
mu prinadle�it osnovanie vysoty piramidy.

3. Primery

Prodemonstriruem dostoinstva opisannogo me-
toda na rÂde primerov. Naqn¾m s soverxenno pros-
togo primera.

Primer 3.1. Pust~ v piramide TABCD osno-
vaniem ÂvlÂetsÂ prÂmougol~nik ABCD, u kotorogo
AB = CD = a, AD = BC = b, i pust~ rebro TA
perpenikulÂrno ploskosti osnovaniÂ i imeet dli-
nu c. Na½d¾m radius R opisanno½ sfery piramidy.

Ris. 1

DlÂ ®togo zametim, qto, poskol~ku rebro TA perpendikulÂrno ploskosti os-
novaniÂ, ono parallel~no central~nomu perpendikulÂru osnovaniÂ. A poskol~ku
v osnovanii piramidy le¼it prÂmougol~nik, centrom osnovaniÂ ÂvlÂetsÂ toq-
ka O1 pereseqeniÂ diagonale½. Znaqit, central~ny½ perpendikulÂr osnovaniÂ
le¼it v ploskosti treugol~nika TAC. Po®tomu ukazannaÂ ploskost~ peresekaet
opisannu» sferu po bol~xo½ okru¼nosti, to est~ po okru¼nosti, centr i radius
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kotoro½ sovpada»t s centrom i radiusom sfery. A treugol~nik TAC vpisan
v ®tu okru¼nost~. Poskol~ku ®tot treugol~nik prÂmougol~ny½, seredina O ego
gipotenuzy ÂvlÂetsÂ centrom opisanno½ okolo nego okru¼nosti, a polovina gi-
potenuzy – e¾ radiusom. Itak, centr i radius sfery, opisanno½ okolo dan-
no½ piramidy, sovpada»t s centrom i radiusom okru¼nosti, opisanno½ okolo
treugol~nika TAC.

RassmatrivaÂ treugol~niki ADC i TAC, totqas ¼e poluqim, qto

TC2 = TA2 + AC2 = TA2 + AD2 + DC2 = a2 + b2 + c2,

otkuda R =
1
2

TC =
1
2
√

a2 + b2 + c2.

Rassmotrim primer «naklonno½» piramidy.

Primer 3.2. V osnovanii piramidy le¼it treugol~nik so storonami 10 cm,
10 cm i 10

√
3 cm. Vysota piramidy imeet dlinu 10 cm i prohodit qerez orto-

centr treugol~nika. Na½ti radius sfery, opisanno½ okolo ®to½ piramidy.

Zameqanie 3.1. Tetra®dr, u kotorogo vse vysoty pereseka»tsÂ v odno½ to-
qke, nazyva»t ortocentriqeskim (sm. [3]). U takogo tetra®dra ka¼daÂ vysota
prohodit qerez ortocentr grani, k kotoro½ ona provedena. DlÂ vyqisleniÂ ra-
diusa sfery, opisanno½ okolo tetra®dra, dostatoqno odno½ tako½ vysoty.

Ris. 2. Treugol~nik, ego ortocentr i opisannaÂ okru¼nost~

Rexenie. Pust~ verxino½ piramidy ÂvlÂetsÂ toqka T , a v osnovanii le¼it
treugol~nik ABC, v kotorom AB = BC = 10 cm, AC = 10

√
3 cm. Ispol~zuÂ teo-

remu kosinusov, nahodim qto ]ABC = 120◦. Znaqit, ortocentr Z treugol~nika
nahoditsÂ za predelami treugol~nika na prodol¼enii bissektrisy ugla B za
toqku B, tak qto my imeem delo s «naklonno½» piramido½.

Rassmotrim ploskost~ β osnovaniÂ piramidy. ¤ta ploskost~ peresekaet
opisannu» sferu po okru¼nosti, opisanno½ okolo treugol~nika ABC. Ugol
BAC ÂvlÂetsÂ vpisannym v ®tu okru¼nost~ i imeet meru v 30◦. Znaqit, on
opiraetsÂ na storonu, ravnu» radiusu okru¼nosti, v silu qego poluqaem, qto
ρ = 10 cm.
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Prodol¼im storony AB i CB za toqku B, opustim na prodol¼eniÂ per-
pendikulÂry CA1 i AC1 i prodol¼im ih do pereseqeniÂ. Poluqim ortocentr Z
dannogo treugol~nika. Neslo¼nye vyqisleniÂ pokazyva»t, qto ZB = 10 cm.

Proved¾m ploskost~ γ qerez vysotu TZ piramidy i central~ny½ perpendi-
kulÂr l osnovaniÂ. V silu teormy o seqenii xara ploskost~», centr O opisanno½
sfery le¼it na l. Znaqit, ploskost~ γ pereseq¾t sferu po okru¼nosti bol~xogo
kruga, ime»wego tot ¼e radius R, qto i sfera. A krug, opisanny½ okolo os-
novaniÂ, ploskost~ γ pereseq¾t po diametru BB1. Inaqe govorÂ, ukazannaÂ
okru¼nost~ bol~xogo kruga oka¼etsÂ opisanno½ okolo treugol~nika TBB1, tak
qto centr i radius okru¼nosti, opisanno½ okolo treugol~nika TBB1, oka¼utsÂ
centrom i radiusom sfery, opisanno½ okolo danno½ piramidy. Izobrazim opi-
sannu» konfiguraci».

Ris. 3. Vspomogatel~ny½ treugol~nik i central~ny½ perpendikulÂr osnovaniÂ

Na prived¾nnom qerte¼e: TZ = ZB = BO1 = O1B1 = 10 cm. Po®tomu

TB = 10
√

2 cm, TB1 = 10
√

10 cm, sin ]ZB1T =
√

10
10

.

V silu izvestno½ formuly dlÂ vyqisleniÂ radiusa opisanno½ okru¼nosti,

R =
TB

2 sin]ZB1T
=

10
√

2 cm

2 ·
√

10
10

= 10
√

5 cm.

Sledu»waÂ zadaqa legko rexaetsÂ s pomow~» vspomogatel~no½ figury vra-
weniÂ.

Primer 3.3. Vysota pravil~no½ 123-ugol~nno½ piramidy ravna H, bokovoe
rebro ravno l. Na½dite radius sfery, opisanno½ okolo ®to½ piramidy.

Rexenie. Rassmotrim ploskost~ osnovaniÂ piramidy. ¤ta ploskost~ pere-
sekaet opisanny½ xar po krugu, opisannomu okolo 123-ugol~nika, le¼awego v os-
novanii piramidy. Rassmotrim konus, osnovaniem kotorogo ÂvlÂetsÂ ®tot krug,
a verxino½ – verxina T piramidy. Po samomu opredeleni» ®togo konusa sfera,
opisannaÂ okolo danno½ piramidy, opisana i okolo ®togo konusa, a vysota i
obrazu»waÂ konusa sootvetstvenno ravny vysote H i bokovomu rebru l piramidy.
Takim obrazom, nu¼no na½ti radius sfery, opisanno½ okolo konusa s obrazu»we½
l i vysoto½ H. Oboznaqim qerez O1 i r centr i radius osnovaniÂ konusa, a qerez
O i R – centr i iskomy½ radius opisanno½ sfery.
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Ris. 4. Konus s osevym seqeniem Ris. 5. Seqenie konusa i opisanno½ sfery

V silu teoremy 2.2 centr sfery le¼it na osi konusa. Proved¾m ploskost~
qerez os~ konusa i rassmotrim poluqennoe seqenie ukazanno½ kombinacii sfery
i konusa. Poskol~ku centr sfery le¼it na osi konusa, seqeniem sfery ÂvlÂetsÂ
okru¼nost~ radiusa R. Seqeniem ¼e konusa – ravnobedrenny½ treugol~nik vyso-
ty H s bokovo½ storono½ l. Poskol~ku konus vpisan v sferu, ®tot treugol~nik
vpisan v poluqennu» okru¼nost~.

Ispol~zuÂ teoremu o proizvedeniÂh otrezkov pereseka»wihsÂ hord, poluqim
H(2R−H) = r2. Pri ®tom r2 = l2 −H2. Znaqit

H(2R−H) = l2 −H2, otkuda R =
l2

2H
.

Metod, ispol~zovanny½ pri rexenii predyduwe½ zadaqi, mo¼no nazvat~ me-
todom prome�utoqno� figury vraweni�. ¤tim metodom rexaetsÂ bol~xo½
massiv zadaq, v qastnosti, vse zadaqi na kombinacii mnogogrannikov i figur
vraweniÂ iz uqebnika [1]. Dalee rassmotrim primery zadaq, ne rexaemyh podob-
nym obrazom. Oni razliqa»tsÂ tem, imeetsÂ ili net v piramide bokovoe rebro,
le¼awee v odno½ ploskosti s central~nym perpendikulÂrom osnovaniÂ.

Snaqala prived¾m primery zadaq na piramidy, u kotoryh takoe rebro ime-
etsÂ. Naqn¾m s otonositel~no prosto½ zadaqi (kotoraÂ ne tak davno sqitalas~
dovol~no trudno½).

Primer 3.4. V treugol~no½ piramide SABC rebro BC ravno a, AB = AC,
rebro SA perpendikulÂrno k osnovani» ABC piramidy, dvugranny½ ugol pri
rebre SA raven 2α, a pri rebre BC raven β. Na½ti radius opisannogo xara.

Prived¾m snaqala rexenie ®to½ zadaqi, soder¼weesÂ v [2, s. 485–488].
Pervoe rexenie. Naqalo citaty. Poskol~ku

rebro SA perpendikulÂrno ploskosti osnovaniÂ, to

]BAS = ]CAS = 90◦,

a potomu ugol BAC kak raz i ÂvlÂetsÂ line½nym
uglom dvugrannogo ugla pri rebre SA. Takim obra-
zom, v osnovanii piramidy le¼it ravnobedrenny½
treugol~nik s uglom 2α pri verxine, a vysota pi-
ramidy sovpadaet s rebrom SA.

Ris. 6
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Tak kak proekcii bokovyh r¾ber SB i SC na ploskost~ osnovaniÂ ravny, to
i sami ®ti r¾bra ravny. Po®tomu gran~ BSC – ravnobedrenny½ treugol~nik,
i ego vysota, opuwennaÂ iz verxiny S, popadaet v seredinu K rebra BC. Po
teoreme o tr¾h perpendikulÂrah AK – vysota treugol~nika BAC. Ots»da Âsno,
qto ugol SKA – line½ny½ ugol dvugrannogo ugla pri rebre BC, t.e. ]SKA = β.

Centr opisannogo xara le¼it na pereseqenii prÂmo½ l, perpendikulÂrno½
ploskosti BSC i prohodÂwe½ qerez centr okru¼nosti, opisano½ okolo treugol~-
nika BSC, s ploskost~», prohodÂwe½ qerez seredinu rebra AS perpendikulÂrno
k nemu. PrÂmaÂ l le¼it v ploskosti ASK: v samom dele, ploskost~ BSC prohodit
qerez prÂmu» BC, perpendikulÂrnu» k ploskosti ASK, t.e. ploskosti BCS i
ASK perpendikulÂrny; v to ¼e vremÂ prÂmaÂ l perpendikulÂrna k ploskosti
BSC i prohodit qerez lini» pereseqeniÂ ®tih ploskoste½, tak qto ona le¼it v
ploskosti ASK.

Itak, centr xara le¼it v ploskosti ASK. Vynesem ®tu ploskost~ na spe-
cial~ny½ qert¾¼. Centr xara O budet togda le¼at~ na pereseqenii prÂmo½ l i
prÂmo½ m, perpendikulÂrno½ k AS i prohodÂwe½ qerez ego seredinu. No, voobwe
govorÂ, mogut predstavit~sÂ tri vozmo¼nosti: prÂmye l i m pereseka»tsÂ vnu-
tri ili vne treugol~nika ASK ili na ego storone, i nam prid¾tsÂ rassmotret~
vse ®ti vozmo¼nosti (ris 7, 8, 9). Ni¼e, v hode vykladok, my poka¼em, qto dve
iz nih na samom dele ne osuwestvlÂ»tsÂ.

Ris. 7 Ris. 8 Ris. 9

Nas interesuet radius R opisannogo xara, t.e. rasstoÂnie ot toqki O –
toqki pereseqeniÂ perpendikulÂrov m i l k storonam ugla KSA – do toqki S,
verxiny ®togo ugla.

Pre¼de vsego otywem SL – proekci» iskomogo rasstoÂniÂ na storonu SK
treugol~nika KAS. Tak kak v treugol~nike AKB (ris. 6) nam izvesten katet
BK = 1

2a i ]KAB = α, to AK = 1
2a ctg α. Dalee, iz treugol~nika KAS

imeem SK =
a ctg α

2 cos β
. Tak kak L – centr opisanno½ okolo treugol~nika BSC

okru¼nosti, to LS = LB, a potomu iz treugol~nika BKL nahodim, qto
(SK − SL)2 + KB2 = SL2, otkuda

SL =
a(ctg2 α + cos2 β)

4 ctg α cos β
.
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Otmetiv, qto proved¾nnye vyqisleniÂ otrezka SL nikak ne zaviseli ot mes-
topolo¼eniÂ centra O opisannogo xara, vern¾msÂ k ris. 7, 8, 9. Oboznaqim
qerez N toqku pereseqeniÂ prÂmo½ m so storono½ SK. ºsno, qto prÂmye l i m
pereseka»tsÂ vne treugol~nika KAS, esli SN < SL (ris. 8); esli ¼e SN > SL,
to toqka O le¼it vnutri ®togo treugol~nika (ris. 7); nakonec, esli SN = SL,
to toqka O le¼it na storone SK ®togo treugol~nika (ris. 9). VyÂsnim, kakoe
iz ®tih polo¼eni½ imeet mesto na samom dele.

Tak kak MN – srednÂÂ liniÂ treugol~nika KAS, to SN = 1
2SK. SravnivaÂ

dliny otrezkov SN i SL, bez truda doka¼em, qto pri l»byh a, α i β

a ctg α

4 cos β
<

a(ctg2 α + cosβ)
4 ctg α cosβ

(iz geometriqeskih soobra¼eni½ sleduet, qto a > 0, 0◦ < α < 90◦ i 0 < β <
90◦). Sledovatel~no, kakovy by ni byli razmery a, α i β piramidy SABC,
centr O opisannogo xara vsegda le¼it vne piramidy. ¤to, v svo» oqered~,
oznaqaet, qto vynesennaÂ nami ploskaÂ konfiguraciÂ v ploskosti KAS mo¼et
imet~ lix~ vid, ukazanny½ na ris. 8; raspolo¼eniÂ, izobra¼¾nnye na ris. 7 i 9,
v de½stvitel~nosti imet~ mesta ne mogut.

RassmatrivaÂ ris. 8, legko poka¼em, qto ]ONL = β, a potomu

LO = NL tg β = (SL− SN) tg β.

PodstavlÂÂ s»da poluqennye vyxe vyra¼eniÂ dlÂ SL i SN , poluqaem posle oqe-
vidnyh vyqisleni½ LO = 1

4a tg α sin β. Nakonec, iz prÂmougol~nogo treugol~nika
OLS nahodim

R =
√

LO2 + SL2 =
a

2 sin 2α cosβ

√
cos2 β + sin2 β cos4 α.

(Konec citaty.)
Teper~ prived¾m rexenie rassmotrenno½ tol~ko qto zadaqi predlagaemym

metodom (svedeniÂ k okru¼nosti). Pri takom podhode k delu zadaqa okazyvaetsÂ
i ne trudno½, i ne slo¼no½.

Vtoroe rexenie. Pervye dva abzaca – ty ¼e, qto i v prived¾nnom vyxe
rexenii, tol~ko qert¾¼ drugo½, bez nenu¼nyh zdes~ detale½ (ris. 10).

Iz prÂmougol~nyh treugol~nikov SAK i CAK
nahodim:

SA = AK tg β =
1
2
BC ctg α tg β =

1
2
a ctg α tg β.

PrimenÂÂ k treugol~niku ABC teoremu sinusov, na-
hodim diametr d opisanno½ okolo nego okru¼nosti:

d = 2r =
BC

sin]BAC
=

a

sin 2α
.

Ris. 10
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Rassmotrim tot iz diametrov ®to½ okru¼nosti, odnim koncom kotorogo Âv-
lÂetsÂ verxina A, drugo½ konec oboznaqim qerez A′. Po teoreme 2.2 centr xara,
opisannogo okolo piramidy, le¼it na prÂmo½, prohodÂwe½ qerez seredinu otrez-
ka AA′ i perpendikulÂrno½ ploskosti treugol~nika ABC. ¤to½ ploskosti po
uslovi» zadaqi perpendikulÂrno i rebro SA (tak¼e prohodÂwee qerez toqku A).
Znaqit, centr O opisannogo xara le¼it v ploskosti SAA′. Poskol~ku toqki
S, A, A′ le¼at na opisanno½ sfere, oni udaleny ot toqki O na rasstoÂnie,
ravnoe radiusu R ®to½ sfery. A poskol~ku vse qetyre toqki S, A, A′ i O
le¼at v odno½ ploskosti, O i R ÂvlÂ»tsÂ, soootvetsvenno, centrom i radiu-
som okru¼nosti, opisanno½ okolo treugoǉnika SAA′. Treugol~nik ¼e ®tot –
prÂmougol~ny½. Znaqit, O – seredina gipotenuzy AA′ ®togo treugol~nika, a R
raven polovine e¾ dliny. Takim obrazom,

R =
1
2

√
SA2 + AA′2 =

1
2

√
a2

sin2 2α
+

1
4
a2 ctg2 α tg2 β

=
a

2 sin 2α

√
1 +

1
4

ctg2 α tg2 β · 4 sin2 α cos2 α

=
a

2 sin 2α

√
1 + cos4 α tg2 β.

(¤to oqevidnym obrazom ravno tomu, qto bylo poluqeno v predyduwem rexenii.)
Primer 3.5. Pust~ v piramide TABC, BC = 2a, TA = 2b, TB = TC =

AB = AC = c (ris. 11). Na½d¾m radius R sfery, opisanno½ okolo ®to½ pira-
midy.

Zameqanie 3.2. OpiraÂs~ na prived¾nny½ dalee ris. 13, qitatel~ legko
doka¼et, qto takaÂ piramida suwestvuet togda i tol~ko togda, kogda c2 > a2 +b2.

Ris. 11. Piramida Ris. 12. Osnovanie piramidy i opisannaÂ okru¼nost~

Naqinaem standartno (v rusle togo podhoda, kotory½ my predlagaem):
centr O sfery, opisanno½ okolo piramidy, raspolagaetsÂ na central~nom per-
pendikulÂre osnovaniÂ piramidy, to est~, na prÂmo½, perpedikulÂrno½ ploskosti
osnovaniÂ i prohodÂwe½ qerez centr O1 opisano½ okolo osnovaniÂ okru¼nosti.
Toqka O1 (ris. 12) le¼it na seredinnom perpendikulÂre k otrezku BC (v ploskos-
ti osnovaniÂ). A poskol~ku AB = AC, ®tot seredinny½ perpendikulÂr prohodit
qerez verxinu A. Takim obrazom, toqka O1 le¼it na luqe AK, gde K – sere-
dina storony BC. Pri ®tom toqka A le¼it na okru¼nosti. Znaqit, luq AK
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peresekaet okru¼nost~, opisannu» okolo treugol~nika ABC, v toqke, ska¼em,
A′, otstoÂwe½ ot toqki A na rasstoÂnnie, ravnoe diametru d ®to½ okru¼nosti.

Diametr d (= AA′) legko nahoditsÂ po teoreme o proizvedeniÂh otrezkov
pereseka»wihsÂ hord:

KB ·KC = AK ·KA′, to est~

a2 =
√

c2 − a2 · (d−
√

c2 − a2), otkuda

d =
c2

√
c2 − a2

.

Proved¾m (myslenno) vysotu TQ piramidy. Poskol~ku r¾bra TB i TC
ravny, ravny i ih proekcii QB i QC na ploskost~ osnovaniÂ. Znaqit, toqka Q
ravnoudalena ot toqek B i C i potomu le¼it na prÂmo½ AK.

Itak, ploskost~, prohodÂwaÂ qerez central~ny½ perpendikulÂr osnovaniÂ i
vysotu piramidy, prohodit tak¼e qerez prÂmu» AK i rebro TA. Stalo byt~, v
®to½ ploskosti le¼at toqki T , A i A′, prinadle¼awie opisanno½ sfere. A ew¾ v
ne½ le¼it centr ®to½ sfery. Znaqit, rassmotrennaÂ ploskost~ peresekaet sferu
po okru¼nosti s radiusom, ravnym radiusu R opisanno½ sfery. ¤to oznaqaet,
qto iskomy½ radius opisanno½ sfery raven radiusu okru¼nosti, opisano½ okolo
treugol~nika TAA′. Ostalos~ na½ti ®tot radius.

Ris. 13. Piramida i diametr okru¼nosti, opisanno½ okolo osnovaniÂ

Rassmotrim treugol~nik TAA′ (ris. 13). Seredina K otrezka BC le¼it na
otrezke AA′ i udalena ot toqek T i A na odno i to ¼e rasstoÂnie TK = AK =√

c2 − a2. Znaqit, treugol~nik AKT – ravnobedreny½ s verxino½ K. Pust~ K ′

– seredina rebra TA. Togda KK ′ est~ i mediana, i vysota treugol~nika AKT .
V silu ®togo AK ′ = b i ugol AK ′K – prÂmo½. Znaqit

cos]TAA′ =
b√

c2 − a2
, sin]TAA′ =

√
c2 − a2 − b2

√
c2 − a2

.

V silu teoremy kosinusov,

(TA′)2 = (2b)2 +
(

c2

√
c2 − a2

)2

− 2 · 2b · c2

√
c2 − a2

· cos ]TAA′
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= 4b2 +
c4

c2 − a2
− 4b · c2

√
c2 − a2

· b√
c2 − a2

= 4b2 +
c4

c2 − a2
− 4b2c2

c2 − a2
=

c4 − 4a2b2

c2 − a2
,

tak qto TA′ =

√
c4 − 4a2b2

c2 − a2
. Ots»da, v silu teoremy sinusov,

R =
TA′

2 sin ]TAA′
=

√
c4 − 4a2b2

c2 − a2
: 2
√

c2 − a2 − b2

√
c2 − a2

=
1
2

√
c4 − 4a2b2

c2 − a2 − b2
.

V ka¼do½ iz rassmotrennyh do ®togo piramid imelos~ bokovoe rebro, le¼a-
wee v odno½ ploskosti s central~nym perpedikulÂrom osnovaniÂ. Teper~ rass-
motrim piramidu, u kotoro½ takogo rebra net. V ramkah predlagaemogo nami
podhoda raznica okazyvaetssÂ neznaqitel~no½.

Primer 3.6. Pust~ v piramide TABC, AC = 6 cm, BC = 8 cm, AB =
10 cm i dvugrannye ugly pri r¾brah AB, BC i CA ravny arctg

√
5 (ris. 14).

Na½d¾m radius sfery, opisanno½ okolo ®to½ piramidy.

Ispol~zuÂ ravenstvo dannyh uglov,
standartnym rassu¼deniem pokazyvaem,
qto osnovaniem vysoty piramidy ÂvlÂ-
etsÂ centr O2 vpisanno½ v treugol~nik
ABC okru¼nosti. Bez truda dokazyva-
etsÂ, qto v treugol~nike ABC, ]C =
90◦, i nahoditsÂ radius vpisanno½ v nego
okru¼nosti r = 2 cm. Posle ®togo tot-
qas ¼e vyqislaetsÂ vysota piramidy
h = r

√
5 = 2

√
5 cm.

Ris. 14. «NeprÂmaÂ» piramida

V silu teoremy 2.2 centr O sfery, opisanno½ okolo piramidy, le¼it na
prÂmo½ l, perpendikulÂrno½ ploskosti osnovaniÂ i prohodÂwe½ qerez centr O1

okru¼nosti, opisanno½ okolo osnovaniÂ. V dannom sluqae, centrom opisanno½
okru¼nosti osnovaniÂ ÂvlÂetsÂ seredina gipotenuzy, a radius e¾ R1 = 5 cm.
Ots»da O1O2 =

√
5 cm (ris. 15).

PrÂmye l i TO2 parallel~ny (ibo perpendikulÂrny ploskosti osnovaniÂ).
Znaqit, oni le¼at v odno½ ploskosti. ¤ta ploskost~ peresekaet ploskost~ os-
novaniÂ piramidy po prÂmo½ O1O2. Oboznaqim qerez X i Y toqki pereseqeniÂ
®to½ prÂmo½ so sfero½, opisanno½ okolo piramidy. Poluqim v naxe½ ploskosti
treugol~nik XTY (ris. 16), vse verxiny kotorogo le¼at na sfere. Poskol~ku
centr opisanno½ sfery le¼it v rassmatrivaemo½ ploskosti, seqeniem sfery ®to½
ploskost~» ÂvlaetsÂ bol~xaÂ okru¼nost~. Stalo byt~, verxiny treugol~nika
XTY le¼at na bol~xo½ okru¼nosti opisanno½ sfery, i radius ®to½ sfery mo¼et
byt~ na½den kak radius okru¼nosti, opisanno½ okolo treugol~nika XTY . Rexim
®tu planimetriqesku» zadaqu.
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Ris. 15. Osnovanie piramidy Ris. 16. Seqenie piramidy ploskost~», prohodÂwe½

qerez vysotu piramidy (TO2) i central~-

ny½ perpendikulÂr osnovaniÂ (l)

Itak, rassmotrim treugol~nik XTY , u kotorogo XY = 10 cm, a vysota rav-
na 2

√
5 cm i prohodit qerez toqku O2 na storone XY , otstoÂwu» ot e¾ serediny

O1 na
√

5 cm. Na½d¾m radius R okru¼nosti, opisanno½ okolo ®togo treugol~nika.

V silu teoremy sinusov R =
TY

2 sin]TXY
. Pri ®tom

TY =
√

TO2
2 + O2Y 2 =

√
(2
√

5)2 + (5 +
√

5)2 =
√

10 · (5 +
√

5),

sin ]TXY =
TO2

TX
=

2
√

5√
(2
√

5)2 + (5−√5)2
=

2
√

5√
10 · (5−√5)

,

tak qto

R =

√
10 · (5 +

√
5) ·

√
10 · (5−√5)

2 · √5
= 10 (cm).

4. Rassmotrenie obwego sluqa�

V zakl»qenie, qtoby prodemonstrirovat~ universal~nost~ predlo¼ennogo
metoda, rassmotrim obwi½ sluqa½. Voz~m¾m proizvoǉnu» piramidu s opisanno½
okolo ne¾ sfero½. Budem sqitat~, qto izvestny:

• H – vysota piramidy;

• ρ – radius okru¼nosti, opisanno½ okolo osnovaniÂ piramidy;

• δ – rasstoÂnie me¼du vysoto½ piramidy i central~nym perpendikulÂrom
osnovaniÂ (to est~, rasstoÂnie me¼du centrom okru¼nosti, opisanno½ okolo
osnovaniÂ piramidy, i osnovaniem vysoty piramidy).

Vved¾m oboznaqeniÂ:

• T – verxina piramidy;

• T1 – proekciÂ verxiny piramidy na ploskost~ osnovaniÂ;

• O1 – centr okru¼nosti, opisanno½ okolo osnovaniÂ piramidy.

Proved¾m ploskost~ qerez vysotu piramidy i central~ny½ perpendikulÂr
osnovaniÂ piramidy. Oboznaqim qerez X i Y toqki pereseqeniÂ ®to½ ploskosti s
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okru¼nost~», opisanno½ okolo osnovaniÂ. Polo¼im α = ]XTY . Na prÂmo½ XY
vved¾m koordinaty1, prinÂv O1 za naqalo otsq¾ta, a luq O1Y – za polo¼itel~nu»
poluos~. Oboznaqim qerez τ koordinatu toqki T1. Zametim, qto koordinaty
toqek X, O1, Y ravny, sootvetstvenno, −ρ, 0, ρ. Dopustim, qto ugol α – ostry½.
Togda vozmo¼ny sledu»wie (i tol~ko sledu»wie) sluqai:

τ < −ρ; τ = −ρ; −ρ < τ < 0; τ = 0; 0 < τ < ρ; τ = ρ; τ > ρ.

Rassmotrim pervy½ (ris. 17). Pust~
τ < −ρ. Togda X le¼it me¼du T1 i O1, a
O1 – me¼du X i Y . Znaqit, T1X = T1O1 −
XO1 = δ − ρ, a TY = TO1 + O1Y = δ +
ρ. Iz prÂmougol~nogo treugol~nika TT1X
nahodim:

TX =
√

H2 + (δ − ρ)2;

sin α = sin ]TXT1 =
H√

H2 + (δ − ρ)2
,

Ris. 17. τ < −ρ

a iz treugol~nika TT1Y : TY =
√

H2 + (δ + ρ)2. PrimenÂÂ k treugol~niku TXY
teoremu sinusov, nahodim radius opisanno½ okolo nego okru¼nosti, to est~, R –
radius sfery, opisanno½ okolo piramidy:

R =
TY

2 sinα
=

√
H2 + (δ + ρ)2

2 · H√
H2+(δ−ρ)2

=

√
H2 + (δ + ρ)2 ·

√
H2 + (δ − ρ)2

2H
.

Analogiqno rassmatriva»tsÂ ostal~nye sluqai dlÂ ostrogo ugla α =
]XTY (ris. 18–23). Sluqai prÂmogo i tupogo ugla α qitatel~ legko razber¾t
samostoÂtel~no. Neznaqitel~nye razliqiÂ v rassmotrenii pereqislennyh slu-
qaev ne predstavlÂ»t zatrudneni½.

Ris. 18. τ = −ρ Ris. 19. −ρ < τ < 0

1Oni vvoditsÂ tol~ko dlÂ naglÂdnosti pereqisleniÂ razbiraemyh dalee sluqaev.
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Ris. 20. τ = 0 Ris. 21. 0 < τ < ρ

Ris. 22. τ = ρ Ris. 23. τ > ρ

Teper~, znaÂ radius sfery, my mo¼em ukazat~ i polo¼enie e¾ centra, koto-
ry½, kak my znaem, raspolagaetsÂ na central~nom perpendikulÂre osnovaniÂ. A
rasstoÂnie ∆ ot nego do ploskosti osnovaniÂ legko nahoditsÂ s pomow~» teo-
remi Pifagora i ravno

√
R2 − ρ2. Posle gromozdkih, no ne trudnyh vykladok

poluqaetsÂ, qto

∆ =
H2 + δ2 − ρ2

2H
.

Takim obrazom, imeet mesto

Teorema 4.1 (Osnovno½ rezul~tat stat~i). Rassmotrim proizvol~nu�
piramidu s opisanno� okolo ne� sfero�. Pust~ H – vysota piramidy, ρ –
radius okru�nosti, opisanno� okolo osnovani� piramidy, δ – rassto�nie
me�du vysoto� piramidy i central~nym perpendikul�rom osnovani�. Tog-
da centr opisanno� sfery raspolagaets� na central~nom perpendikul�re
osnovani� na rasto�nii

∆ =
H2 + δ2 − ρ2

2H
ot plokosti osnovani�, a radius opisanno� sfery raven

(4.1) R =

√
H2 + (δ + ρ)2 ·

√
H2 + (δ − ρ)2

2H
.
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V qastnom sluqae, kogda δ = 0, to est~, verxina piramidy proeciruetsÂ v
centr osnovaniÂ (takie piramidy inogda nazyva»t prÂmymi), poluqaem

R =
H2 + ρ2

2H
.

Poskol~ku H2 + ρ2 v ®tom sluqae ravno kvadratu obwe½ dliny vseh bokovyh
r¾ber, poluqaem horoxo izvestnoe

Sledstvie 4.1. Esli vysota piramidy imeet dlinu H, a vse bokovye
r�bra – dlinu b, to radius sfery, opisanno� okolo �to� piramidy, nahodit-
s� po formule R = b2/(2H).

Zameqanie 4.1. Formula (4.1) da¾t Âvnoe vyra¼enie dlÂ R. Na praktike,
odnako, qasto byvaet udobno snaqala na½ti R2:

(4.2) R2 =
H2

4
+

ρ2 + δ2

2
+

(ρ2 − δ2)2

4H2
.

Formula (4.2) imeet pered (4.1) to preimuwestvo, qto v ne½ vse prome¼utoqye
veliqiny – H, ρ, δ – stoÂt vo vtoro½ stepeni. ¤to va¼no potomu, qto vyqisle-
nie ®tih veliqin s pomow~» teoremy Pifagora mo¼et poro¼dat~ kvadratiqnye
irracional~nosti.

5. Primenenie teoremy 4.1

DlÂ primeneniÂ poslednego rezul~tata nu¼no umet~ nahodit~ vysotu pi-
ramidy i rasstoÂnie me¼du ne½ i central~nym perpendikulÂrom osnovaniÂ. Kl»-
qom k ®tomu ÂvlÂetsÂ naho¼denie osnovaniÂ vysoty piramidy. Poka¼em, kak ®to
mo¼no prodelat~.

Rassmotrim proizvol~nu» treugol~nu» piramidu TABC s verxino½ T (ris.
24). Pust~ TT1 – e¾ vysota. Opustim perpendikulÂr T1K na kaku»-nibud~

storonu osnovaniÂ piramidy. Soedi-
nim T s K. V silu teoremy o tr¾h
perpendikulÂrah TK oka¼etsÂ vyso-
to½ bokovo½ grani piramidy. Prode-
lav ®to dlÂ vseh storon osnovaniÂ pi-
ramidy, poluqim, qto osnovanie vy-
soty piramidy ÂvlÂetsÂ toqko½ pere-
seqeniÂ proekci½ na osnovanie pira-
midy vysot vseh e¾ bokovyh grane½.
Ispol~zuem poluqenny½ fakt dlÂ na-
ho¼deniÂ vysoty piramidy i oprede-
leniÂ polo¼eniÂ osnovaniÂ ®to½ vy-
soty. Poka¼em, kak ®to delaetsÂ, na
konkretnom dostatoqno neoqevidnom
primere.

Ris. 24. Piramida, e¾ vysota, vysota bokovo½

grani i e¾ proekciÂ na osnovanie piramidy



Centr i radius sfery, opisanno½ okolo piramidy 51

Primer 5.1. Na½d¾m vysotu i e¾ osnovanie dlÂ piramidy, vse grani ko-
toro½ ÂvlÂ»tsÂ treugol~nikami Gerona (t.e. ime»t storony dliny 13, 14, 15
edinic).

Zameqanie 5.1. Treugol~nu» piramidu, u kotoro½ vse grani ravny, nazy-
va»t ravnogrannym tetra®drom, ili disfenoidom. Oni horoxo izuqeny [4]. V
qastnosti, izvestno, qto radius sfery, opisanno½ okolo disfenoida s parami
r¾ber dliny h, k, l, raven √

h2 + k2 + l2

8
.

My rexim ®tu zadaqu, ne pol~zuÂs~ teorie½ disfenoidov, s pomow~» naxe½ teo-
remy 4.1. Podqerkn¾m, qto ona spravedliva dl� l�byh vpisannyh piramid.

Rexenie. Vse rassmotreniÂ udobno proizvodit~ na razv¾rtke piramidy.
Izgotovim e¾. Pust~ ABC – osnovanie piramidy, T – e¾ verxina.

Ris. 25. Razv¾rtka piramidy; poisk osnovaniÂ vysoty piramidy

Razvern¾m bokovye grani na ploskost~ osnovaniÂ, predstaviv ih treugol~-
nikami TAB, T ′AC, T ′′BC (ris. 25). Pust~ K – osnovanie vysoty bokovo½
grani TAB. Qerez toqku K na poverhnosti piramidy prohodÂt dve prÂmyh,
perpendikulÂrnyh AB: odna v ploskosti bokovo½ grani, drugaÂ – v ploskosti
osnovaniÂ. Na razv¾rtke ®ti dve prÂmye sliva»tsÂ v odnu, ibo prohodÂt qerez
odnu toqku i perpendikulÂrny k odno½ prÂmo½. BlagodarÂ ®tomu my legko na-
hodim toqku pereseqeniÂ perpendikulÂra k AB v ploskosti osnovaniÂ s prÂmo½
AC: provodim qerez T perpendikulÂr k AB i prodol¼aem ego na razv¾rtke do
pereseqeniÂ s prÂmo½ AC.

Prodelav to ¼e s perpendikulÂrom k AC, nahodim osnovanie T1 vysoty pi-
ramidy kak pereseqenie dvuh ukazannyh perpendikulÂrov. Krome togo, poluqaem
tri podobnyh prÂmougol~nyh treugol~nika, AKL, AMN i NKT1, rassmatrivaÂ
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kotorye, nahodim znaqeniÂ vseh neobhodimyh veliqin. Poskol~ku ®ta planimet-
riqeskaÂ rabota ne predstavlÂet osobyh zatrudneni½, opisyvaem e¾ kratko.

V 4TAB:

TA = 13, AB = 14, TB = 15, TK ⊥ AB.

Ots»da

AK = 5, KB = 9, TK = 12, sin α =
4
5
, cosα =

3
5
, ctg α =

3
4
,

ρ =
BC

2 sinα
=

13
2 · 4

5

=
65
8

.

V 4T ′AC (grani TAC, polo¼enno½ na ploskost~ osnovaniÂ):

T ′A = 13, T ′C = 14, AC = 15, TM ⊥ AC.

PolagaÂ AM = x, poluqaem, qto MC = 15 − x. PrÂmougol~nye treugol~niki
T ′AM i T ′CM da»t uravnenie 132−x2 = 142−(15−x)2, rexaÂ kotoroe nahodim
AM = x = 33

5 . Znaqit,

AN =
AM

cosα
=

33/5
3/5

= 11, NK = 6.

Pust~ I i J – serediny AB i AC. Proved¾m qerez nih perpendikulÂry k AB i
AC sootvetstvenno. Pust~ O1 – toqka ih pereseqeniÂ. ¤to – centr okru¼nosti,
opisanno½ okolo treugol~nika ABC. Oboznaqim qerez P toqku pereseqeniÂ
prÂmo½ JO1 s AB. Imeem:

AJ =
15
2

, AP =
AJ

cosα
=

15
2 · 3

5

=
25
2

, IP =
25
2
− 7 =

11
2

,

IO1 = IP · ctg α =
11
2
· 3
4

=
33
8

.

Iz 4NKT1: T1K = NK · ctg α = 9
2 . Takim obrazom, osnovanie T1 vysoty

piramidy nahoditsÂ na perpendikulÂre k storone AB osnovaniÂ, prohodÂwem
qerez osnovanie K vysoty bokovo½ grani TAB, i otstoit ot K na rasstoÂnie
T1K = 9

2 . Posle ®togo kvadrat vysoty H = TT1 piramidy nahoditsÂ iz4TKT1:

H2 = (TT1)2 = TK2 − T1K
2 = 122 −

(
9
2

)2

=
9
4
· 55.

A δ = O1T1 i nahoditsÂ kak dlina gipotenuzy prÂmougol~nogo treugol~nika
O1T1Q, gde Q – osnovanie perpendikulÂra, opuwennogo iz O1 na prÂmu» KT1.
V ®tom treugol~nike O1Q = IK = 2, a T1Q = KT1 − IO1 = 36

8 − 33
8 = 3

8 . Po
teoreme Pifagora

δ2 = O1T
2
1 = O1Q

2 + QT 2
1 = 22 +

(
3
8

)2

=
265
82

.
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Sobiraem vmeste u¼e na½denoe:

H2

4
=

9
16
· 55; ρ2 =

652

64
; δ2 =

265
64

;

ρ2 + δ2

2
=

652 + 265
2 · 64

= · · · = 5 · 449
64

;

(ρ2 − δ2)2

4H2
=

(652 − 265)2

642 · 4 · 9
4 · 55

= · · · = 5 · 9 · 11
64

.

Pol~zuÂs~ formulo½ (4.2), nahodim:

R2 =
9
16
· 55 +

5 · 449
64

+
5 · 9 · 11

64
=

295
4

,

R =
√

295
2

.

Zameqanie 5.2. Poskol~ku v rassmotrennom sluqae h2 +k2 + l2 = 132 +142 +
152 = 590, poluqenny½ rezul~tat sovpadaet s prived¾nnym vyxe teoretiqeskim.

Zameqanie 5.3. Obratim vnimanie qitatelÂ na to, kak formula (4.2) pozvo-
lila dlÂ tako½ «nepravil~no½» piramidy vyqislit~ radius opisanno½ sfery,
ne pribegaÂ k irracional~nostÂm.

Blagodarnost~. Avtor vyra¼aet bol~xu» blagodarnost~ annonimnomu
recenzentu za zameqaniÂ i predlo¼eniÂ, sposobstvovavxie uluqxeni» stat~i.

REFERENCES

1. A. V. Pogorelov, Geometry 10–11, Prosveshchenie, Moskva, 2014 [in Russian].

2. G. B. Dorofeev, M. K. Potapov, N. H. Rozov, Handbook in mathematics for university entrance,
Nauka, Moskva, 1976 [in Russian].

3. V. V. Prasolov, Problems in Stereometry, MCNMO, Moskva, 2016 [in Russian].

4. H. C. Rajpoot, Mathematical analysis of disphenoid (isosceles tetrahedron), retrieved from:
https://notionpress.com/author/HarishChandraRajpoot. (Date: 22.08.2021)

Ryazan State University

Ryazan Institute of Education Development

State Social-Humanitarian University (t. Kolomna, Moscow Region), Russia

E-mail : a.naziev@365.rsu.edu.ru


