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Abstract. The purpose of the paper is to present the authors’ idea concerning the
mathematical problems’ nature and the nature of the training mathematical problems
in particular, to consider their structure and classification according to their type, based
on their components and to point out the role of the types of training problems in the
process of teaching mathematics. All types of problems considered are illustrated by
appropriate examples.
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DeÂtel~nost~ qeloveka tesno svÂzana s rexeniem razliqnyh tipov zadaq
razno½ slo¼nosti. Zadaqi i ih rexenie nahodÂtsÂ v prÂmo½ svÂzi s ®to½ raznos-
toronne½ deÂtel~nost». Po®tomu processy rexeniÂ zadaq ÂvlÂ»tsÂ predmetom
issledovaniÂ psihologii, filosofii, logiki i drugih nauk.

Osobeno bol~xaÂ rol~ zadaq v obuqenii po matematike, kak v sredne½ xkole,
tak i v vuzah. Rexenie zadaq ÂvlÂetsÂ cel~» i sredstvom obuqeniÂ.

V suwestvu»we½ v nastoÂwee vremÂ uqebno½ i metodiqesko½ literature
sravnitel~no polno i gluboko razrabotana metodika rexeniÂ zadaq. Vse ewe
ne sozdana konkretnaÂ sistema uqebnyh zadaq, pri pomowi kotoro½ budet voz-
mo¼no rexit~ vopros o podbore zadaq v obuqenii i v qastnosti v obuqenii po
matematike.

Predmetom nastoÂwe½ raboty ÂvlÂ»tsÂ predstavlenie v s¼atom vide naxe½
koncepcii otnositel~no suwnosti matematiqeskih zadaq i v qastnosti uqebnyh
matematiqeskih zadaq, rassmotrenie ih struktury i nekotoryh tipizaci½ uqeb-
nyh matematiqeskih zadaq, osnovannyh na ih komponentah. Rabota tak¼e stavit
sebe cel» pokazat~ funkcii razliqnyh tipov uqebnyh zadaq v obuqenii po matem-
atike. Rassmotrennye tipy zadaq ill»strirovany podhodÂwimi primerami.

V literature suwestvu»t razliqnye podhody pri opredelenii ponÂtiÂ «za-
daqa» i vydelenii ee komponentov. V naxe½ rabote vosprinÂt podhod L. M.
Fridmana [1]. On opredelÂet ponÂtie «zadaqa» kak model~ problemno½ situacii,
vyra¼enu» posredstvom kakogo-to estestvennogo ili iskustvennogo Âzika.

L»baÂ ÂzykovaÂ model~ problemno½ situacii nazyvaetsÂ zadaqe�. Pri
®tom modelirovanii situacii (ponÂtie, rezervirovannoe tol~ko dlÂ subÄekta)
subÄekt ostavlÂ»t i modeliru»t ostal~nye ee komponenty. ºzykovu» model~
®tih komponentov problemno½ situacii opredelÂ»t kak komponenty zadaqi.
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My rassmotrim ka¼dy½ iz ®tih komponentov v otdel~nosti.
Oblast~ zadaqi D – ®to mno¼estvo obÄektov, opredelÂemoe Âzykom, na

kotorom smodelirovana situaciÂ, t.e. ono opredelÂetsÂ na baze ispol~zovanno½
pri ®tom modelirovanii terminologii i simvoliki.

Rassmotrim sledu»wu» zadaqu.

Zadaqa 1. Rexit~ uravnenie

(1) x2 − (2 + i)x + 7i− 1 = 0.

Oblast~ D zadaqi predstavlÂet sobo½ mno¼estvo kompleksnyh qisel C.
Odnu i tu ¼e situaci» mo¼no modelirovat~ pri pomowi razliqnyh ter-

minov i simvoliki, qto inogda privodit k izmeneni» oblasti zadaqi. Vybor
oblasti danno½ zadaqi zavisit i ot ostal~nyh ee komponentov, t.e. oblast~ vy-
biraetsÂ v sootvetstvii s ®timi komponentami.

Tak naprimer, esli s pomow~» zadaqi 1 mo¼no proill»strirovat~ odin
iz vidov uravneni½, to v kaqestve oblasti zadaqi mo¼no vybrat~ mno¼estvo
kvadratnyh uravneni½ s kompleksnymi ko®fficientami.

S teoretiko-mno¼estvenno½ toqki zreniÂ oblast~ zadaqi igraet rol~ uni-
versal~nogo mno¼estva i iz-za ®togo imeet otnositel~ny½ harakter.

Uslovie P zadaqi v kaqestve Âzykovo½ modeli usloviÂ situacii zada»t
posredstvom su¼deni½ i predikatov, ime»wih otnoxenie k obÄektam iz oblasti
zadaqi.

Tak, v zadaqe 1 uslovie predstavlÂet sobo½ predikat

(2) P (x) : x2 − (2 + i)x + 7i− 1 = 0.

S ®tim predikatom svÂzany dva mno¼estva: definicionnoe mno¼estvo

D0 = {x | x ∈ C }
i mno¼estvo vernosti

DP = {x ∈ C | P (x) },
kotorye ÂvlÂ»tsÂ podmno¼estvami oblasti zadaqi – C, toqnee

DP ⊂ D0 ⊂ D = C.

V uqebno½ praktike mno¼estvo D0 nazyvaetsÂ definicionno½ oblast» (mno¼es-
tvo dopustimyh znaqeni½) zadaqi. Iz ®togo stanovit~sÂ Âsnym, qto oblast~
zadaqi i ee definicionnaÂ oblast~ – ®to dva razliqnyh, no svÂzannyh me¼du
sobo½ ponÂti½.

Cel~ A zadaqi v kaqestve smodelirovanno½ Âzykovym obrazom celi situ-
acii zadaetsÂ pri pomowi voprosa, prikaza ili bezliqnogo predlo¼eniÂ. Tak
naprimer, cel~ zadaqi 1 – ®to konstruktivnym obrazom (posredstvom pereqisle-
niÂ ego ®lementov) zadat~ mno¼estvo DP .

Operator O zadaqi v kaqestve Âzykovo½ modeli operatora situacii pred-
stavlÂet sobo½ sistemu koneqnogo qisla znani½ (operaci½), kotorye neobhodimo
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ispol~zovat~ v toqno opredelenno½ posledovatel~nosti, qtoby dostignut~ ¼elan-
no½ celi. Sledovatel~no, on ÂvlÂetsÂ Âvnym, no vse ewe abstraktnym vyra¼eniem
obÄektivnnyh svÂze½ me¼du usloviem i cel~» zadaqi.

Operator matematiqesko½ zadaqi predstavlÂet sobo½ sistemu koneqnogo
qisla logiqeskih i matematiqeskih znani½, kotorye neobhodimo primenit~ v to-
qno opredelenno½ posledovatel~nosti, qtoby dostignut~ nameqenno½ celi.

¤lementami operatora zadaqi ÂvlÂ»tsÂ sredstva, kotorye primenÂ»tsÂ
dlÂ ee rexenii. Odno ili neskol~ko iz ®tih sredstv ime»t suwestvennoe znaqe-
nie dlÂ realizacii rexeniÂ – my budem nazyvat~ ih kletko� operatora. Na
praktike v ukazaniÂh dlÂ rexeniÂ opredelenno½ zadaqi ukazyvaetsÂ imenno klet-
ka operatora zadaqi.

Tak naprimer, operator v zadaqe 1 neizvesten i ego mo¼no na½ti v rezul~tate
posledovatel~nosti sledu»wih operaci½:

1. OpredelÂem ko®fficienty uravneniÂ (1): a = 1, b = −(2 + i), c = 7i− 1.
2. VyqislÂem diskriminantu D = b2 − 4ac.
3. OpredelÂem korni kvadratnogo uravneniÂ po formule

x1,2 =
−b±√D

2a
.

V rezul~tate ispol~zovannogo operatora poluqaem mno¼estvo DP :

DP = {3− i,−1 + 2i}.
Tak kak zadaqi ÂvlÂ»tsÂ sredstvom i cel~» obuqeniÂ po matematike, to

odna iz cele½ obuqeniÂ po matematike – ®to priobretenie so storony obuqaemyh
obobwennyh, sistematizirovannyh i proqnyh zadaq, a tak¼e umeni½ i navykov
dlÂ ih primeneniÂ. Odin iz sposobov dosti¼eniÂ ®to½ celi – ®to tipizirovanie
u¼e priobretennyh znani½. V svÂzi s ®tim neobhodimo obosobit~ zadaqi v gruppy
(vidy).

Tipizorvanie zadaq mo¼no osuwestvit~ na raznyh osnovaniÂh, po razliqno-
mu priznaku, v sootvetstvii s celÂmi obuqeniÂ po matematike v opredelenny½
moment. Pervu» i samu» obwu» tipizaci» matematiqeskih zadaq mo¼no sde-
lat~ na baze ih komponentov. ¤to mo¼no osuwestvit~ dvumÂ sposobami:

1. Na baze qisla neizvestnyh komponentov (kak naprimer v [2]).
2. Na baze informacii, kotoru» nesut izvestnye komponenty.

Obe tipizacii ime»t kombinatorny½ harakter, no imeÂ v vidu ih znaqenie
dlÂ obuqeniÂ po matematike, prihoditsÂ umen~xit~ qislo vozmo¼nyh sluqaev.

Iz-za ograniqennogo obÄema raboty my ostanovimsÂ na tipizacii na baze in-
formacii, nesomo½ izvestnymi komponentami. Do ®togo, odnako, neobhodimo sde-
lat~ nekotorye utoqneniÂ i opredelit~ razliqiÂ s tipizacie½ ³. M. KolÂgina
v [2].

1. V naxem sluqae cel~ vsegda izvestna. ¤to trebovanie svÂzano s opredele-
niem zadaqi, s opredeleniÂmi ee komponentov i trebovani½ nim. Takim obrazom
my umen~xaem qislo tipov zada (do vos~mi), v to vremÂ, kak v [2] ih qislo 15.
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¤to znaqitel~no oblegqaet praktiqeskoe primenenie naxe½ tipizacii v obuqenii
po matematike.

2. My vkladyvaem ino½ smysl v termin «neizvestny½» komponent. Pod
neizvestnym komponentom my ponimaem komponent, dlÂ kotorogo ne dano nikako½
informacii (takim mo¼et bit~ tol~ko operator – tipiqnym primerom ®togo
ÂvlÂ»tsÂ tak nazyvaemye «nestandartnye zadaqi») ili informaciÂ dana, no
kosvenno, posredstvom izvestnogo u¼e komponenta.

Neizvestnye komponenty my budem oboznaqat~ pri pomowi X.

I. Zadaqi s izvestno½ oblast~» i cel~» – ∗A ∗D .

K ®tomu tipu otnositsÂ sledu»wie zadaqi:

1) PAOD, 2) PAXOD, 3) XP AOD, 4) XP AXOD.

1) Zadaqi tipa PAOD.

¤ti zadaqi my nazyvaem trenirovoqnymi. Oni qasto vstreqa»tsÂ v pro-
cese obuqeniÂ (okolo 52,3% v uqebnikah po matematike s 1-ogo po 11-y½ klass i
okolo 24,4% v uqebnikah po matematike dlÂ vuzov). Primerom takih zadaq vystu-
pa»t vse znakomye teoremy, dokazatel~stva kotoryh obuqaemye vosproizvodÂt,
vse zadaqi, rexaemye pri pomowi poluqenno½ formuly i drugie podobnye, pri
pomowi kotoryh formiru»tsÂ umeniÂ i navyki dlÂ neposredstvennogo prime-
neniÂ priobretennyh znani½.

K ®to½ gruppe mo¼no otnesti sledu»wie zadaqi:

Zadaqa 2. Dany vektory ~a(4,−2, 4) i ~b(6,−3, 2). Vyqislite:

a) ~a ·~b, b) |~a|, |~b|, v) ∠(~a,~b).

Zadaqa 3. Na½ti dlinu dugi krivo½ r = a(1 + cos ϕ), a > 0.

Zadaqa 4. Vyqislit~ obÄem tela, ograniqennogo poverhnostÂmi:
x2 + 2y2 + z2 = 6 i z = x2 + 2y2.

2) Zadaqi tipa PAXOD.

¤to naibolee qasto vstreqaemye zadaqi, tak kak poqti vsegda operator ne-
izvesten. Pri ih pomowi u obuqaemyh sozda»tsÂ umeniÂ podbirat~ neobhodimye
matematiqeskie znaniÂ i uporÂdoqit~ ih v posledovatel~nost~ posredstvom opre-
delennyh logiqeskih znani½ na baze izvestnyh komponentov. V processe raskry-
tiÂ neizvestnogo operatora prihoditsÂ rexat~ koneqnoe qislo zadaq tipa 1.

K ®to½ gruppe mo¼no otnesti sledu»wie zadaqi:

Zadaqa 5. Dany verxina A(−2, 9) i uravneniÂ hb: 6x + 13y + 29 = 0 i
mb: 3x+10y−10 = 0 v treugol~nike ABC. Na½ti uravneniÂ storon treugol~nika.

Zadaqa 6. Rexit~ uravnenie y′′ + 5y′ + 6y = 10(1− x)e−2x.
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3) Zadaqi tipa XP AOD.

Zadaqi rassmatrivaemogo tipa voznika»t pered sostavitelÂmi zadaq dlÂ
razliqnyh konkursov, ®kzamenov i kontrol~nyh rabot. Pri ih pomowi osuwest-
vlÂetsÂ odna iz cele½ obuqeniÂ po matematike – razvitie samostoÂtel~nogo my-
wleniÂ obuqaemyh. SostavlennaÂ zadaqa otnositsÂ k zadaqam tipa 1, t.e. real-
izuetsÂ shema

Zadaqa 7. Privedite primery neopredelennyh integralov, pri naho¼denii
kotoryh suwestvennoe primenenie podstanovki x = a sin t.

V danno½ zadaqe oblast» D ÂvlÂetsÂ mno¼estvo neopredelennyh integralov.
Cel~ A zadaqi – sostavit~ neopredelennye integraly, udovletvorÂ»wie

opredelennym usloviÂm. Operator zadaqi tak¼e toqno ukazan.
Otvetom na vyxeprivedennu» zadaqu mogut byt~ sledu»wie integraly:

∫
4− 2x2

√
4− x2

dx,

∫
1

x
√

3− x2
dx.

4) Zadaqi tipa XP AXOD.

Pripominaem, qto posredstvom usloviÂ zadaetsÂ podmno¼estvo oblasti za-
daqi. Sledovatel~no, izvestnaÂ oblast~ okazyvaet vliÂnie na raskrytie uslo-
viÂ, no ona ne dostatoqna. DlÂ opredeleniÂ ®togo podmno¼estva suwestveno znat~
ego harakteristiqeskoe svo½stvo, kotoroe so svoe½ storony opredelÂetsÂ cel~».
Takim obrazom zadaqi ®togo tipa svodÂtsÂ k zadaqam vtorogo tipa, t.e.

Takie zadaqi est~ v obuqenii po matematike. S»da vhodÂt vse zadaqi, pri
kotoryh neobhodimo na½ti dostatoqnye usloviÂ dlÂ vernosti dannogo utver¼de-
niÂ i, sledovatel~no, dlÂ ih rexeniÂ primenÂetsÂ analiz po sheme PAP, vse
parametriqeskie uravneniÂ i neravenstva, sistemy, obrazovannye imi i t.p. No
vse ewe ne ispol~zu»tsÂ soznatel~no i celesoobrazno didaktiqeskie funkcii
privedeniÂ zadaq ®togo tipa k zadaqam vtorogo tipa.

PoÂsnim skazanoe primerami.
Posle zaverxeniÂ opredelennogo razdela ili vo vremÂ povtoreniÂ vmesto

togo, qtoby zadavat~ zadaqi vtorogo tipa, nekotorye iz nih mo¼no sformuliro-
vat~ kak zadaqi rassmatrivaemogo tipa. Vmesto zadaqi
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Zadaqa 8. Danna funkciÂ y = x3e−x. Opredelit~ ®kstremumy.

na opredelennom ®tape obuqeniÂ s didaktiqesko½ toqki zreniÂ bolee celesoo-
brazno sformulirovat~ sledu»wu» zadaqu:

Zadaqa 9. Kakovy dostatoqnye usloviÂ suwestvovaniÂ ®kstremuma danno½
funkcii?

Odin iz vozmo¼nyh otvetov na vyxeukazannu» zadaqu prisustvuet v for-
mulirovke zadaqi 8, no on ne edinstvenny½. Naho¼denie i drugih otvetov na
zadaqu 9, a tak¼e ih obosnovanie privodÂt k soznatel~nomu usvaivani» znani½
ob ®kstremumah funkcii.

II. Zadaqi s izvestnym usloviem i cel~» – PA ∗ ∗ .

S»da otnosÂtsÂ zadaqi sledu»wih tipov:

PAOD, 5) PAOXD, PAXOD, 6) PAXOXD.

Oqevidno, qto ®tot tip zadaq soder¼it nekotorye iz u¼e rassmotrennyh
zadaq pervogo i vtorogo tipa. Zdes~ my rassmotrim tol~ko te tipy, kotorye ne
upominalis~ v I.

5) Zadaqi tipa PAOXD.

V formulirovke zadaq ®togo tipa oblast~ prÂmo ne zadana, no ona podrazu-
mevaetsÂ na fone ostal~nyh izvestnyh komponentov (osobenno usloviÂ i celi).
Takim obrazom ®tot tip zadaq privoditsÂ k zadaqam pervogo tipa:

¤tot tip zadaq imeet mnogo didaktiqeskih funkcii, no my ostanovimsÂ
tol~ko na odno½ iz nih. V uqebnom soder¼anii po matematike mo¼no ukazat~ na
rÂd zadaq, kotorye ne ÂvlÂetsÂ celesoobraznym rexat~ posredstvom ispol~zova-
niÂ standartnyh operatorov, tak kak ®to privodit k neracional~nomu rexeni»
zadaq. V takom sluqae celesoobraznym ÂvlÂetsÂ rassmatrivat~ zadaqi ®togo tipa
kak zadaqi tipa PAXOXD. Na baze tipa izvestnyh komponentov opredelÂem tip
novogo operatora, razliqnogo ot pervogo, a pri pomow~i vseh treh vmeste opre-
delÂem oblast~po-novomu,

ObÄÂsnim primerom.
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Zadaqa 10. Doka¼ite neravenstvo
x

1 + x
< ln(1 + x) < x, x > −1.

Pri pervonaqal~nom analize zadaqi i ee komponentov vidno, qto ona ot-
nositsÂ k tipu PAOXD, t.e. ®to zadaqa s izvestnym operatorom, v osnove ko-
torogo mo¼et byt~ analiz po sheme PAP. Esli iz soobra¼eni½ racional~nosti
rexeniÂ neobhodimo otkazatsÂ ot ®togo operatora, zadaqa stanovitsÂ zadaqe½
tipa PAXOXD. AnaliziruÂ uslovie zadaqi bolee detal~no, my obnaru¼ivaem,
qto F (u) = ln(u + 1) v [0, x] udovletvoraet usloviÂm teoremy Lagran¼a. Novy½
operator izvesten. Takim obrazom zadaqa tipa PAOXD perevrawaetsÂ v zadaqu
tipa PAOD.

Vyxeprivedenny½ perehod ill»striruet poisk novyh ide½ dlÂ rexeniÂ
standartnyh zadaq, a ®to obogawaet nahodqivost~ obuqaemyh i blagopriÂtstvuet
razviti» ih tvorqeskogo myxleniÂ.

6) Zadaqi tipa PAXOXD.

My proill»strirovali odin iz podhodov dlÂ raskrytiÂ neizvestnyh kompo-
nentov na predyduwih stranicah ®to½ raboty, a imenno: posredstvom izvestnyh
komponentov (uslovie i cel~) raskryvaetsÂ neizvestny½ operator, a pri pomowi
treh vmeste vzÂtyh komponentov raskryvaetsÂ i oblast~, t.e.

Takim obrazom zadaqi ®togo tipa privodÂtsÂ k zadaqam pervogo tipa, no ®to
ne edinstvennaÂ vozmo¼nost~, tak kak v nekotoryh zadaqah ®togo tipa celesoo-
brazno posredstvom izvestnyh komponentov (uslovie i cel~) raskryt~ snaqala
oblast~ i zatem privesti zadaqu k zadaqam vtorogo tipa, t.e.

Rassmotrim sledu»wu» zadaqu.

Zadaqa 11. Dan treugol~nik ABC. Na prÂmo½ soder¼awe½ AC otmetim to-
qku D taku», qto otrezok CD sovpada»wi½ otrezke BC i toqki A i D nahodÂtsÂ
po raznye storoni toqki C. Pust~ M seredina otrezka AD, N – seredina otrez-
ka BC i ∠BAC = α. Pust~ MN peresekaet prÂmu» soder¼awu» AB v toqke E.
Na½ti ugol BEM .

Uslovie P i cel~ A zadaqi izvestny. Neizvesten operator. Oblast~ zadaqi
zadana kosvenno. AnaliziruÂ uslovie i imeÂ v vidu cel~, prihodim k vyvodu
o neobhodimosti opredelit~ kletku operatora (teorema MenelaÂ). Posle ®togo
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oblast~ estestvenno zadaetsÂ kak mno¼estvo vseh treugol~nikov, u kotoryh dan-
naÂ prÂmaÂ peresekaet dve iz storon i prodol¼enie tret~e½ storony. Tak my
prihodim k zadaqi vtorogo tipa, t.e. realizuetsÂ shema (XO

kl
oboznaqaet kletku

operatora).

III. Zadaqi s izvestnymi operatorom i cel~» – ∗AO∗ .

K ®tomu tipu otnosÂtsÂ sledu»wie zadaqi:
PAOD, PAOXD, XP AOD, 7) XP AOXD.

Tak kak pervye tri tipa u¼e rassmotreny, interes predstavlÂet tol~ko
posledni½ tip XP AOXD. Zadaqi ®togo tipa, odnako, ne imeet osobogo znaqeniÂ
v obuqenii po matematike iz-za togo, qto v nih cel~ sformulirovanna ves~ma
obobwenno, tak kak v protivnom sluqae ona srazu raskryvaet oblast~.

IV. Zadaqi tipa ∗A ∗ ∗ .

K ®tomu tipu otnosÂtsÂ sledu»wie zadaqi:
PAOD, PAOXD, XP AOD, XP AOXD,

PAXOD, PAXOXD, XP AXOD i 8) XP AXOXD.

8) Zadaqi tipa XP AXOXD.

¤to edinstvenny½ ewe ne prokommentirovanny½ do sih por tip zadaq. Tak
kak odno iz trebovani½ k celi – ®to to, qtoby ona byla toqno i Âsno sfor-
mulirovanno½, to posredstvom informacii, kotoru» cel~ neset, raskryvaetsÂ i
oblast~ zadaqi. Formal~no k ®tomu tipu mo¼no otnesti zadaqi, pri kotoryh
neobhodimo konstruirovat~ kontraprimeri, opoverga»wie dannoe utver¼denie.

Tako½ tip zadaq realizuetsÂ po sledu»we½ sheme:

V zakl»qenie otmetim, qto ®ta kombinatornaÂ tipizaciÂ privodit tak¼e i
k formal~nomu vydeleni» nekotoryh vidov zadaq, kak naprimer zadaqi tipa 7
i 8. ¤ti tipy zadaq ne predstavlÂ»t osobogo interesa v obuqenii po matem-
atike. Vot poqemu iz vos~mi tipov zadaq tol~ko xest~ mo¼no otnesti k uqebnym
matematiqeskim zadaqam.

Iz analiza, kotory½ my proveli do sih por, mo¼no sdelat~ vyvod, qto
vse vosem~ tipov zadaq na formal~no½ kombinatorno½ tipizacii matematiqeskih
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zadaq provedenno½ na baze informacii, kotoru» izvestnye komponenti nesut,
mo¼no svesti k odnomu iz sledu»wih dvuh tipov zadaq:

1) PAOD i 2) PAXOD,

no rassmotrenoie ostal~nyh qetyreh tipov okazyvaetsÂ celesoobraznym iz-za ih
didaktiqesko½ znaqimosti dlÂ obuqeniÂ po matematike.

NastoÂwe½ raboto½ ne isqerpyvaetsÂ vopros o tipizacii uqebnyh matema-
tiqeskih zadaq, no ona mo¼et sposobstvovat~ obogaweni» metodiqesko½ kul~tury
prepodavatele½ matematike v srednih xkolah i v vuzah.
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