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PROBLEMA VVEDENI� FUNDAMENTAL^NYH
MATEMATIQESKIH PON�TI� V UQEBNOM PROCESSE

V. K. Runovski�

Abstract. Following the requirements elaborated by Academician S. M. Ni-
kol’skii and Professor M. K. Potapov that fundamental mathematical concepts of sc-
hool mathematics at any level have to be motivated by the practical use, the author
treats a way in which variables enter school contents. Here, this way is condensed in
the form of a series of definitions.
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Odno½ iz va¼ne½xih sostavlÂ»wih matematiqeskogo obrazovaniÂ na l»bom
urovne ÂvlÂetsÂ vvedenie fundamental~nyh matematiqeskih ponÂti½. ¤ta pro-
blematika nahoditsÂ v rusle razrabatyvaemo½ akademikom S. M. Nikol~skim i
qlenami ego raboqe½ gruppy ideologii xkol~nogo obrazovaniÂ i obsu¼dalas~ s
professorom M. K. Potapovym, kotory½ ÂvlÂetsÂ nauqnym rukovoditelem meto-
diqeskogo kabineta Mehaniko-matematiqeskogo fakul~teta MGU.

Mnogovariantnost~ vvedeniÂ razliqnyh matematiqeskih ponÂti½ i nabl»-
denie za uspexnost~» ih usvoeniÂ podskazyvaet osnovno½ princip, kotory½ sle-
duet sobl»dat~ pri vvedenii ®tih ponÂti½ v uqebnom processe. ¤tot princip,
kotory½ budem nazyvat~ principom obosnovannosti, zakl»qaetsÂ v tom, qto vve-
denie ponÂtiÂ dol¼no byt~ obosnovano ego neobhodimost~» pri rexenii tipovyh
zadaq praktiki, to est~, obrazno govorÂ, ponÂtiÂ dlÂ obuqaemogo dol¼ny «vyra-
stat~» iz praktiki, kotoraÂ, takim obrazom, obÄÂsnÂet ego proisho¼denie.

Znaqenie principa obosnovannosti zakl»qaetsÂ v tom, qto, ®tot princip, vo-
pervyh, obespeqivaet znakomstvo s pri¾mami modelirovaniÂ de½stvitel~nosti v
vide tipizacii praktiqeskih zadaq, qto privodit k razviti» issledovatel~skih
navykov obuqaemogo i, vo-vtoryh, da¾t vozmo¼nost~ iskl»qat~ vved¾nnye ab-
strakcii v praktiku pre¼de vsego pri rexenii teh praktiqeskih zadaq, dlÂ ko-
toryh i provodilas~ ih tipizaciÂ.

Naprotiv, nesobl»denie principa obosnovannosti, to est~ Âvny½ otkaz ot
nego ili ego formal~noe sobl»denie, kotoroe proÂvlÂetsÂ v oxiboqnom tol-
kovanii proisho¼deniÂ ponÂtiÂ, ne da¾t vozmo¼nosti obuqaemomu primenit~
poluqennye znaniÂ na praktike ili privodit k neobosnovannym pravilam is-
kl»uqenii vved¾nnyh abstrakci½ v praktiku. V svÂzi s ®tim umestno napomnit~
soder¼aweesÂ v predislovii knigi Anri Lebega «Izmerenie veliqin» vyskazy-
vanie akademika A. N. Kolmogorova o tom, qto otryv v xkol~nom prepodavanii
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matematiqeskih ponÂti½ ot ih proisho¼deniÂ privodit k polno½ besprincipno-
sti i logiqesko½ defektnosti kursa.

Te ne menee, v sovremenno½ uqebno½ literature mo¼no nabl»dat~ daleko
ne ediniqnye sluqai nesobl»deniÂ principa obosnovannosti kak v vide Âvnogo
otkaza ot nego, tak i v vide ego formal~nogo sobl»deniÂ. Naprimer, raspro-
stran¾nnoe vvedenie peremenno½ kak bukvy, kotoraÂ mo¼et prinimat~ razliqnye
znaqeniÂ, ili kak pustogo mesta v formule, zamew¾nnogo bukvo½, vmesto kotoro½
razrexaetsÂ podstanovka im¾n individuumov iz opredel¾nno½ predmetno½ obla-
sti, est~ ill»straciÂ Âvnogo otkaza ot principa obosnovannosti. Pri ®tom
znaqeniÂ peremenno½ oto¼destvlÂ»tsÂ s ®lementami danno½ predmetno½ obla-
sti i ®to oto¼destvlenie delaet nevozmo¼nym kak opredelenie pary s ravnymi
®lementami, tako i opredelenie raznyh peremennyh s odno½ i to½ ¼e oblast~»
izmeneniÂ.

Sobl»daÂ princip obosnovannosti pri vvedenii ponÂtiÂ peremenno½ i svÂ-
zannyh s nim ponÂti½, po naxemu mneni» mo¼no razrabotat~ metodiku pri-
vodÂwu» k sledu»wim opredeleniÂm.

Opredelenie 1. Pust~ X ′ – predmetnaÂ oblast~, ®lementy kotoro½ ime»t
sobstvennye nazvaniÂ. Togda nekotory½ simvol, naprimer, x′ nazyvaetsÂ pere-
mennym simvolom x′ s oblast~� izmeneni� X ′, esli dlÂ l»bogo ®lementa ®to½
oblasti simvol x′ zamenÂetsÂ odnim iz sobstvennyh nazyvani½ dannogo ®lementa.

Opredelenie 2. Dva peremennyh simvola x′ i x′′ s oblastÂmi izmeneniÂ
X ′ i X ′′ nazyva»tsÂ �kvivalentnymi, esli dannye oblasti ravny i dlÂ l»bogo
®lementa oblasti X = X ′ = X ′′ simvol x′ zamenÂetsÂ odnim iz sobstvennyh
nazvani½ dannogo ®lementa oblasti X v tom i tol~ko v tom sluqae, esli ®tim
sobstvennym nazvaniem zamenÂetsÂ simvol x′′.

Legko videt~, qto vved¾nnoe otnoxenie ®kvivalentnosti obladaet svo½stva-
mi refleksivnosti, simmetriqnosti i tranzitivnosti i po®tomu mno¼estvo pe-
remennyh simvolov razbivaetsÂ na klassy ®kvivalentnosti.

Opredelenie 3. Pust (x) – klass ®kvivalentnosti peremennyh simvolov i
X – ih obwaÂ oblast~ izmeneniÂ. Togda peremenno� x s oblast~� izmeneni�
X nazyvaetsÂ oboznaqenny½ bukvo½ x abstraktny½ obÄekt, zamenÂemy½ odnim iz
sobstvennyh nazvani½ l»bogo ®lementa oblasti X, esli ®tim nazvaniem zamen¾n
ka¼dy½ peremenny½ simvol iz klassa (x). Pri ®tom dlÂ l»bogo ®lementa obla-
sti X danny½ ®lement ®to½ oblasti, odnim iz sobstvennyh nazvani½ kotorogo
zamenÂetsÂ peremennaÂ x, nazyvaetsÂ znaqeniem peremenno� x. V svÂzi s ®tim
dlÂ l»bogo ®lementa oblasti X danny½ ®lement ®to½ oblasti, kotory½ ÂvlÂetsÂ
znaqeniem peremenno½ x, nazyvaetsÂ znaqeniem peremenno� x, ravnym dannomu
�lementu. Priq¾m, zamenÂÂ peremennu» x l»bym sobstvennym nazvaniem dan-
nogo ®lementa oblasti X, govorÂt, qto peremenno½ x pridano znaqenie, ravnoe
dannomu ®lementu, ili govrÂt, qto peremennaÂ x prin�la ®to znaqenie.

Iz dannogo opredeleniÂ sleduet, qto ka¼dy½ klass ®kvivalentnosti pere-
mennyh simvolov opredelaet po odno½ peremenno½, priq¾m dlÂ raznyh klassov
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®kvivalentnosti ®ti peremennye ÂvlÂ»tsÂ raznymi da¼e v sluqae sovpadeniÂ
ih oblaste½ izmeneniÂ. Priq¾m v vidu opredeleni½ 2 i 3 raznye peremennye
mogut odnovremenno prinimat~ znaqeniÂ, ravnye ®lementam, kotorye ne ravny
drug drugu, i, znaqit, znaqeniÂ raznyh peremennyh, ravnye dannym ®lementam,
ÂvlÂ»tsÂ raznymi da¼e v sluqae ravenstva ®tih ®lementov.

Raznye peremennye oboznaqa»tsÂ raznymi bukvami x, y, z, . . . , a ih oblasti
izmeneniÂ – sootvetstvenno bol~ximi bukvami X, Y , Z, . . . ili sootvetstvenno
simvolami {x}, {y}, {z}, . . .

Sleduet zametit~, qto v vidu opredeleniÂ 3 znaqenie permenno½, ravnoe
dannomu ®lementu, est~ ®tot ®lement, togda kak sam ®tot ®lement tol~ko mo¼et
bit~ znaqeniem danno½ peremenno½ i po®tomu, vo-pervyh, znaqenie peremenno½,
ravnoe dannomu ®lementu, nel~zÂ oto¼destvlÂt~ s samim ®tim ®lementom i, vo-
vtoryh, oblast~ izmeneniÂ peremenno½ est~ mno¼estvo e¾ vozmo�nyh znaqeni½.

Opredelenie 4. Pust~ x i y – dve peremennye s oblastÂmi izmeneniÂ X
i Y i pust~ a i b – ®lementy sootvetstvenno oblaste½ X i Y (vozmo¼no, qto
a = b). Togda dvuh®lementnoe mno¼estvo, obrazovannoe iz znaqeniÂ peremenno½
x, ravnogo a, i znaqeniÂ permenno½ y, ravnogo b, i upraÂdoqennoe tak, qto dannoe
znaqenie peremenno½ y sleduet za dannym znaqeniem peremenno½ x, nazyvaetsÂ
paro� znaqeni� a i b peremennyh x i y i oboznaqaetsÂ simvolom (a, b). Pri
®tom znaqenie peremenno½ x, ravnoe a, i znaqenie peremenno½ y, ravnoe b, nazy-
va»tsÂ sootvetstvenno pervymi i vtorymi �lementami pary (a, b). Krome
togo dlÂ l»bogo znaqeniÂ peremenno½ x i l»bogo znaqeniÂ peremenno½ y para
dannyh znaqeni½ peremennyh x i y nazyvaetsÂ paro� znaqeni� peremennyh x i
y, a mno¼estvo vseh ®tih par – proizvedeniem mno�estva X na mno�estvo
Y , kotoroe oboznaqaetsÂ simvolom X × Y .

Primerom formal~nogo sobl»deniÂ principa obosnovannosti pri vvedenii
ponÂtiÂ ÂvlÂetsÂ xiroko rasprostran¾nnoe opredelenie funkcii kak zavisimo½
peremenno½. Rassmotrim ®to opredelenie.

Naqina»t obyqno s napominaniÂ formul dlÂ geometriqeskih i fiziqeskih
veliqin. Naprimer, tak:

Primer 1. Pust~ a – dlina storony kvadrata, a S – ego ploxad~. Togda,
kak izvestno, ploxad~ S vyqislÂetsÂ po formule

S = a2 (a > 0).

Primer 2. Pust~ l – put~, pro½dennye material~no½ toqko½ za vremÂ t pri
ravnomernom dvi¼enii so skorost~» v. Togda, kak izvestno, put~ l vyqislÂetsÂ
po formule

l = v · t (t > 0).

Dalee zaÂvlÂetsÂ, qto v dannyh formulah a i t – nezavisimye peremennye,
a S i l – zavisimye peremennye ili funkcii sootvetstvenno peremennyh a i t.

Odnako, takoe vvedeni ponÂtiÂ funkcii, hotÂ formal~no i sobl»daet prin-
cip obosnovannosti, ÂvlÂetsÂ, vmeste s tem, oxiboqnym, tak kak bukvy S i l v
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usloviÂh primerov 1 i 2 – ne peremennye, a sootvetstvenno plowad~ kvadrata
so storono½ a i put~, pro½denny½ material~no½ toqko½ za vremÂ t, t.e. imennye
formy sootvetstvenno s peremennymi a i t.

DlÂ togo, qtoby poluqit~ opredelenie l»bo½ funkcii s odno½ peremenno½,
de½stvitel~no sobl»dat~ princip obosnovannosti, sleduet privesti primery ta-
kih zadaq dlÂ to¼destvenno ravnyh imennyh form s odno½ peremenno½, qtoby ®ti
zadaqi imeli odin i tot ¼e sposob rexeniÂ, privodÂxi½ k odinakovym otvetam
(naprimer, zadaqa o mgnovenno½ skorosti svobodnogo padeniÂ i zadaqa ob uglo-
vom ko®ficiente kasatel~no½ k parabole) i postavit~ problemu iskl»qeniÂ pov-
torÂemosti po suti dela odnogo i togo ¼e rexeniÂ dlÂ ka¼do½ iz to¼destvenno
ravnyh imennyh form s odno½ peremenno½. Zametit~, dalee, qto dlÂ rexeniÂ ®to½
problemy prid¾tsÂ vvesti abstraktny½ obÄekt s odno½ peremenno½, to¼destvenno
ravny½ ka¼do½ iz imennyh form zadannogo klassa to¼destvenno ravnyh imennyh
form s zadanno½ peremenno½, no kotory½ ne ÂvlÂetsÂ ni odno½ iz ®tih form. Vve-
sti dalee ®tot abstraktny½ obÄekt, nazyvaemy½ funkcie½ s odno½ peremenno½.

Takim obrazom, sobl»daÂ princip obosnovannosti, prihodim k sledu»xim
opredeleniÂm.

Opredelenie 5. Pust~ (f) – klass to¼destvenno ravnyh na mno¼estve
X(f) imennyh form s odno½ peremenno½ x. Togda, abstraktny½ obÄekt, ime»wi½
pri l»bom x iz X(f) znaqenie, kotoroe ravno obwemu znaqeni» vseh imennyh
form iz klassa (f) pri dannom x, nazyvaetsÂ funkcie� f(x). Pri ®tom mno¼estvo
X(f) nazyvaetsÂ oblast� opredeleni� funkcii f(x), ka¼daÂ imennaÂ forma iz
klassa (f) – predstavitelem funkcii f(x), a dlÂ ka¼dogo x iz X(f) obwee
znaqenie imennyh form iz (f) nazyvaetsÂ znaqeniem funkcii f(x) pri dannom x
i oboznaqaetsÂ simvolom f(x0), esli x0 – dannoe znaqenie peremenno½ x.

Iz dannogo opredeleniÂ i opredeleniÂ znaqeniÂ imenno½ formy sleduet, qto
na mno¼estve X(f) funkciÂ f(x) to¼destvenno ravna l»bomu svoemu predstavi-
tel», kotory½ i zada¾t ®tu funkci».

Opredelenie 6. Pust~ dlÂ funkcii f(x) mno¼estvo X(f) – e¾ oblast~
opredeleniÂ, a mno¼estvo Y (f) – mno¼estvo e¾ znaqeni½. Togda peremennaÂ x
s oblast» izmeneniÂ X(f) nazyvaetsÂ nezavisimo� peremenno� ili argumen-
tom funkcii f(x), a peremennaÂ y s oblast~» izmeneniÂ Y (f) – zavisimo�
peremenno� danno½ funkcii, esli dlÂ ka¼dogo x iz X(f) peremennaÂ y prinima-
et znaqenie, ravnoe znaqeni» funkcii f(x) pri dannom x. Priq¾m ®to prinÂtoe
znaqenie peremenno½ y nazyvaetsÂ znaqeniem zavisimo½ peremenno½ y pri dan-
nom x ili znaqeniem zavisimo½ peremenno½ y, sootvetstvu»wim dannomu x, i
oboznaqaetsÂ simvolom y|x=x0

, esli x0 – dannoe x. Tak qto y|x=x0
= f(x0) dlÂ

l»bogo znaqeniÂ x0 argumenta x.

Opredelenie 7. Predlo¼enie y = f(x), pravo½ qast» kotorogo ÂvlÂetsÂ
funkciÂ f(x), a levo½ – zavisimaÂ peremennaÂ y danno½ funkcii, nazyvaetsÂ
formulo� funkcii f(x), esli dannoe predlo¼enie sqitaetsÂ obwe½ formo½ is-
tinnyh su¼deni½ y|x=x0

= f(x0), gde x0 ∈ X(f) (esli v predlo¼enii y = f(x)
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peremennu» y sqitat~ nezavisimo½ peremenno½, to dannoe predlo¼enie stano-
vitsÂ uravneniem grafika danno½ funkcii).

Zametim, qto prived¾nnye opredeleniÂ peremennyh i funkci½ prinadle¼at
k tak nazyvaemym opredeleniÂm qerez abstrakci», xiroko ispol~zuemyh v mate-
matike. Dostatoqno vspomnit~ hotÂ by opredeleniÂ natural~nyh qisel i svobo-
dnyh vektorov. Po®tomu problemy adaptacii k xkol~nomu obrazovanni» ponÂti½
peremennyh, funkci½, svobodnyh vektorov i drugih ponÂti½, vvodimyh oprede-
leniÂmi ukazannogo vida, po suti dela sovpada»t.

Po naxemu mneni» ®tu obwu» problemu sleduet rexat~ tol~ko dlÂ klassov
s uglublenno½ matematiqesko½ podgotovko½, a dlÂ obweobrazovatel~nyh klas-
sov e¾ sleduet vovse snÂt~, zamenÂÂ k primeru peremennye peremennymi simvo-
lami, funkcii imennymi formami i vektory napravlennymi otrezkami. DlÂ
differencial~nogo isqisleniÂ ®to oznaqaet, qto zadaqi ®togo isqisleniÂ sle-
duet formulirovat~ i rexat~ dlÂ imennyh form i ih zavisimyh peremennyh,
nazyvaÂ ®ti formy vyra¼eniÂmi s odno½ peremenno½. Priq¾m v otliqie ot dif-
ferencial~nogo isqisleniÂ dlÂ funkci½ pri rexenii zadaq ®togo isqisleniÂ,
izlo¼ennogo dlÂ vyra¼eni½, sleduet lix~ otmeqat~, qto dlÂ l»bogo vyra¼eniÂ,
to¼destvenno ravnogo dannomu, rexenie budet tem ¼e samym.

V zakl»qenii otmetim, qto razrabotka sovremennyh metodik prepodavaniÂ
xkol~no½ i vuzovsko½ matematiki, osnovannyh na vvedenii funkdamental~nyh ma-
tematiqeskih ponÂti½ v sootvetstvii s principom obosnovannosti, imeet cel~»
uluqxenie kaqestva matematiqeskogo obrazovaniÂ.
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